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0.1 Introduzione
In questo lavoro abbiamo esplorato la possibilita` di avere un disco di ac-
crescimento con i neutroni in fase superfluida. Questa possibilita` ci e´ sta-
ta suggerita dal fatto che i dischi d’accrescimento tipici delle inner-engines
dei gamma-ray burst siano caratterizzati da densita` che a temperature non
troppo elevate (comunque non lontane da quelle stimate normalmente) por-
terebbero i neutroni nella fase superfluida. Nel primo capitolo facciamo una
rapida review sui gamma-ray burst, sulla loro fenomenologia, sul modello
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a fireball e sulle inner-engines. Inoltre nell’ultimo paragrafo descriviamo il
disco d’accrescimento con trasporto di neutrini [1],che sara` poi il punto di
partenza per il nostro lavoro, dato che utilizzeremo esattamente quel mo-
dello aggiungendovi pero` il fatto che i neutroni siano in stato superfluido.
Il nostro modello ed i relativi calcoli sono descritti nel secondo capitolo che
quindi contiene la parte originale del lavoro svolto.
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Capitolo 1
Nozioni di partenza
1.1 Fenomenologia dei Gamma-Ray Burst
I GRB (Gamma-Ray Burst) sono impulsi intensi e di breve durata di raggi
gamma soft (250 KeV ). Essi sono costituiti da due parti: il GRB vero e
proprio, che puo` durare dai centesimi di secondo fino a centinaia di secondi, e
il cosiddetto afterglow , un’emissione a frequenze piu´ basse che nel radio puo`
arrivare a durare anche per un anno dopo la prompt emission(l’emissione
di raggi gamma). Incominciamo col descrivere le proprieta` della prompt
emission .
Il massimo del segnale durante la prompt emission avviene nei raggi gamma
soft (∼ 250KeV ) e si pensa sia dovuto ad emissione di sincrotrone ed IC
(inverse compton); sono presenti di solito anche una coda nell’x e un segnale
aggiuntivo nelle regioni del TeV che probabilmente e´ dovuto al meccanismo
del Self-Synchrotron-Compton (SSC), dato che questo e´ l’unico meccanismo
conosciuto che ci puo` dare fotoni di tale energia. Lo spettro dei GRB e´
uno spettro a potenza, conseguenza probabilmente di emissione di fotoni da
parte di elettroni accelerati intorno ad uno shock (sezione 1.2). Osservando
la curva di luminosita` (fig. 1.1) si nota che essa e´ caratterizzata (per lo
meno per i GRB lunghi) da una grande variabilita`; ci sono quindi due tempi
scala, uno costituito dalla durata del GRB e l’altro dalla durata dei singoli
impulsi che formano la curva di luce.
In effetti ci sarebbe anche l’intervallo di tempo tra un impulso e l’altro,
ma e´ stato mostrato ([2]) che la durata degli impulsi e gli intervalli sono
tra loro correlati. Possiamo definire la durata del GRB tramite il T90 che
e´ il tempo in cui arrivano il 90% dei conteggi dell’emissione principale. Si
nota che la distribuzione dei T90 e´ fortemente bimodale ed in particolare si
definiscono due famiglie di GRB: gli short GRB con T90 ≤ 2 s ed i long
GRB con T90 ≥ 2 s. E´ stato proposto che gli short burst siano in realta`
long burst di cui si vede solamente l’impulso piu´ luminoso, ma questo e´ stato
smentito dal fatto che tipicamente il secondo picco piu´ luminoso di un GRB
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Figura 1.1: A sinistra abbiamo la curva di luce del GRB 920627; a destra
l’hardness dei vari GRB in funzione del loro T90, si nota che gli short GRB
sono in generale piu´ duri dei long GRB. Figure tratte da [2].
lungo e´ dello stesso ordine di quello piu´ luminoso, quindi non puo` succedere
che io veda solamente l’impulso piu´ luminoso. Ad ulteriore prova di questo
viene il fatto che short e long burst presentano anche differente hardness
(rapporto tra i conteggi del canale 3(100÷ 300KeV ) e 2(50÷ 100KeV ) di
Batse (fig. 1.1)), di conseguenza e´ probabile che si tratti di fenomeni diversi.
Inoltre per i short GRB non si e´ ancora riusciti ad osservare l’afterglow e
questo, come chiariremo tra poco, e´ il motivo per cui non si sa ancora molto
di questi mentre per i long GRB si hanno informazioni molto piu´ precise.
L’afterglow e´ costituito da quel segnale che viene rivelato dopo che la prompt
emission e´ terminata. Il segnale viene rivelato nell’x ed andando avanti nel
tempo questo scende a frequenze sempre meno elevate fino ad arrivare nel
radio. Non e´ pero` detto che in un GRB di cui vedo l’afterglow x, siano pre-
senti anche quello ottico e radio. In effetti questi vengono rivelati solamente
nel 50% dei casi in cui si vede l’afterglow x; l’afterglow radio e´ presente
nell’80% dei casi in cui e´ presente l’afterglow ottico e viceversa. I GRB
che non presentano afterglow ottico vengono chiamati Dark GRB o GHOST
(GRB Hiding an Optical Source Transient); per spiegarli si e´ ipotizzato che
questi siano immersi in nubi molecolari molto dense che quindi assorbono
fortemente il segnale ottico, o che abbiano un redshift particolarmente ele-
vato cos`ı che il Lyman-break viene redshiftato nell’ottico o anche che questi
siano effettivamente oggetti intrinsicamente diversi dagli altri GRB. Il segna-
le dell’afterglow x non puo` essere considerato una continuazione del segnale
della prompt emission, difatti estrapolando questo all’indietro non ritrovia-
mo il segnale osservato nei gamma; questo fa quindi pensare che le due parti
del GRB siano causate da differenti fenomeni (Internal ed External shock
come vedremo nella sezione 1.2). La scoperta dell’afterglow (BEPPOSAX
1997) ha segnato una vera e propria rivoluzione nella fisica dei long GRB;
tramite le linee di assorbimento nell’afterglow ottico si e´ stati infatti in gra-
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Figura 1.2: A sinistra abbiamo la curva di luce dell’afterglow ottico vista
in varie bande dove e´ ben evidente il breack acromatico; a destra abbiamo
la curva di luce dell’afterglow radio dove si notano la oscillazioni attribuite
alla scintillazione. Figure tratte da [2].
do di stimare la distanza del GRB dalla Terra (le linee a piu´ alto redshift
presenti nello spettro sono state interpretate come dovute alla galassia ospi-
tante) e cos`ı di capire la luminosita` intrinseca del GRB e di identificare le
galassie che ospitano questi fenomeni. Inoltre tramite la presenza di forti
oscillazioni nella curva di luce dell’afterglow radio (fig. 1.1), attribuite al
fenomeno della scintillazione, si e´ riuscito a stimare le dimensioni del GRB
al momento dell’afterglow radio (R ∼ 1017 cm dopo 2 settimane dall’inizio
del GRB) confermando cos`ı un calcolo teorico che voleva che i GRB fossero
iperrelativistici (sezione 1.2).
Nel calcolare le luminosita´ dei GRB bisogna pero` fare attenzione al fatto
che essi sono, molto probabilmente, costituiti da Jet (una prova e´ il break
acromatico (fig.1.1) presente nella curva di luce dell’afterglow ottico interpre-
tato come Jet-break, cioe` come il fatto che l’angolo di beaming relativistico
diventa piu´ grande dell’angolo di apertura del jet con conseguente diminu-
zione del segnale osservato); di conseguenza, poiche` i jet debbono essere
iperrelativistici, i GRB emettono solamente in un angolo solido abbastanza
stretto e quindi possono essere visti solo da determinate direzioni. Questo
implicherebbe, poiche` il moto dei jet durante l’afterglow diventa newtonia-
na, che dovrebbero esistere i cosiddetti orphan afterglow, cioe` afterglow che
appaiano senza che vi sia stata una precedente prompt emission. Questi
non sono stati visti finora forse per la difficolta` di rivelare un segnale molto
debole come quello dell’afterglow radio senza prima sapere dove sia localiz-
zato.
Tenendo conto del fatto che i GRB emettono soltanto in uno stretto range di
direzioni si trovano luminosita´ dell’ordine dei 1051 erg/s che ci fanno quindi
pensare alla formazione di un oggetto compatto come Inner-Engine (sezio-
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ne 1.3). Inoltre le galssie ospitanti i GRB sembrano essere particolarmente
blu e con alto tasso di formazione stellare (SFR), questo quindi ci farebbe
pensare che i GRB siano legati alla morte di stelle massive. Altri indizi in
questo senso sono la presenza del Red Bump nell’afterglow ottico , e alla
coincidenza temporale e di posizione di alcuni GRB (particolarmente deboli
pero`) con delle supenovae (particolarmente energetiche rispetto alla norma).
Da sottolineare e´ anche la presenza di righe del ferro nell’afterglow x, anche
se queste righe sembra siano emesse da materia in movimento lento e non
veloce come ci si aspetterebbe che fosse quella emessa da una supernova (in
effetti questa era stata interpretata come una prova in favore del modello
della supranova.
1.2 La Fireball
Abbiamo visto (sezione 1.1) che ci sono evidenze che i GRB siano fenomeni
che comportano moti relativistici, vogliamo dare ora anche un argomento di
natura teorica in questo senso. Consideriamo una sorgente che si muove a
velocita` relativistica costante verso un osservatore, con fattore di Lorentz Γ
e che emette due fotoni, uno a raggio R1 ed il secondo a R2; l’osservatore li
vedra` arrivare con una differenza di tempo pari a (R2 −R1)/v − (R2 −R1)/c
che per Γ >> 1 si riduce a ≈ (R2 − R1)/2cΓ2. Questo ci permette di as-
sociare un tempo dell’osservatore R/2cΓ2 alla distanza R.
Similmente consideriamo un guscio localmente sferico (su una scala maggio-
re di 1/Γ); l’emissione della parte del guscio che si muove con un’angolo θ
rispetto all’osservatore arrivera` rispetto al fotone emesso dalla parte che si
muove verso l’osservatore con un ritardo pari a R(1 − cosθ)/c ≈ Rθ2/2c
per angoli piccoli. Poiche` la radiazione viene concentrata per beaming re-
lativistico in un angolo ≈ 1/Γ allora possiamo definire un tempo scala
angolare:
Tang = R/2cΓ2. (1.1)
Date queste basi possiamo enunciare l’argomento in favore del moto rela-
tivistico. Dai GRB riceviamo emissione nei gamma soft, e abbiamo anche
una coda di emissione ad alta energia; perche´ questa emissione arrivi fino
a noi bisogna che la sorgente sia otticamente fine rispetto alla produzione
di coppie elettrone-positrone. Noi vediamo fluttuazioni su un tempo scala
δt, questo implica che la sorgente deve essere piu´ piccola di c ∗ δt (argo-
mento di causalita`). Dato un flusso F , una durata T , una distanza d dalla
sorgente all’osservatore ed un’energia tipica dei fotoni Eγ noi possiamo sti-
mare la densita` dei fotoni alla sorgente come ≈ 4pid2 F/Eγc3δt2. Allora la
profondita` ottica della sorgente per creazione di coppia sara`:
τγγ ≈ fe±σt 4pid
2 F
Eγc2 δt
(1.2)
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dove fe± e´ la probabilita` per un fotone di incontrarne un altro la cui energia
sia tale da permettere la creazione di una coppia. Considerando dei valori
tipici per i GRB si trova τγγ ≈ 1014 quindi i fotoni gamma non dovrebbero
arrivare fino a noi. Ammettiamo pero` che la sorgente si stia espandendo con
un fattore di Lorentz Γ, in questo caso bisognerebbe apportare due correzio-
ni: per l’argomento discusso all’inizio di questa sezione la dimensione della
sorgente che stimiamo a partire dal tempo di variabilita` δt sara` pari a cδtΓ2,
il che modifica la stima della profondita` ottica di un fattore Γ−2; inoltre i
fotoni che vediamo noi sono blue-shiftati di un fattore Γ perche´ emessi da
una sorgente in moto relativistico verso di noi (se non fosse in moto verso
di noi non vedremmo nulla per via del beaming relativistico) questo implica
che nel riferimento della sorgente essi sono meno energetici e questo modifica
il f±e di un fattore Γ−2α (si e´ supposto che la funzione di distribuzione dei
fotoni sia E−α). Se si assume α ∼ 2 si ha bisogno di Γ ≥ 100 per riuscire
ad ottenere una sorgente otticamente fine; quindi da questo argomento si
deduce che i GRB devono essere creati da moti iperrelativistici.
Ora vogliamo delineare quello che e´ il modello standard per la spiegazione
del funzionamento dei GRB, il modello a Fireball. Esso e´ basato sulla pre-
senza di due meccanismi diversi, shock interno ed esterno, che danno luogo
il primo alla prompt emission ed il secondo all’afterglow che difatti sono tra
loro scorrelati come gia` detto nella sezione 1.1. Cominciamo dimostrando
che lo shock esterno (shock tra un guscio emesso dall’inner-engine e il mate-
riale interstellare) non puo` spiegare la variabilita` della prompt emission dei
GRB, cosa che invece puo` fare lo shock interno (collisione tra due gusci).
Consideriamo dei fotoni emessi da un guscio sferico di raggio R, spessore
∆ che si muove con un fattore di Lorentz Γ. I fotoni emessi direttamente
verso l’osservatore (punto A in fig.1.3) arriveranno per primi, quelli emessi
ad un angolo Γ−1 (punto D in fig.1.3) arriveranno dopo un tang = R/2cΓ2
e lo stesso varra` per i fotoni che vengono emessi quando il guscio si trova in
2R. In un dato punto le particelle saranno accelerate e quindi da quel punto
si avra` emissione per il tempo che ci mette il guscio di spessore ∆ ad attra-
versarlo; quindi i fotoni emessi dal fronte della shell arriveranno un tempo
t∆ = ∆/c prima di quelli emessi dal retro della shell nello stesso punto.
L’emissione da differenti punti angolari del guscio ci smussa il segnale sul
tempo scala angolare, quindi se dovesse accadere che t∆ < tang ≈ tR si
otterrebbe un segnale senza variazioni e questo e´ proprio quello che accade
per lo shock esterno in cui vale, come vedremo piu´ avanti in questa sezione,
∆/c ≤ R/cΓ2 ≈ tR ≈ tang.
Mostriamo invece che lo shock interno (fig.1.3) e´ in grado di produrre segna-
li variabili. Consideriamo infatti un’ inner-engine attiva su un tempo scala
t∆ = ∆/c (∆ indica ora lo spessore totale del flusso di materia emesso nel
riferimento del laboratorio); la sorgente e´ invece variabile su un tempo scala
L/c (L indica la distanza a cui vengono emessi i vari gusci). Lo shock inter-
no, cioe` l’incontro tra le shell, avverra` ad una distanza Rs ≈ LΓ2, a questa
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Figura 1.3: A sinistra abbiamo la rappresentazione di fotoni emessi in vari
punti della sorgente che arriveranno all’osservatore con i relativi ritardi. A
destra abbiamo la rappresentazione di uno shock interno in cui i gusci piu´
veloci raggiungeranno i gusci esterni piu´ lenti dando luogo ad uno shock.
Figure tratte da [2].
distanza si ha che tang ≈ tR ≈ L/c ≤ t∆. t∆ ora prende il significato di
tempo di attivita` della sorgente e di conseguenza di durata del segnale os-
servato, mentre il tempo L/c rappresenta il tempo scala di variabilita` della
sorgente.
Esistono dei modi per evitare questo argomento; per esempio se si riuscisse
ad ottenere tang < tR potremmo identificare il tempo piu´ lungo con la dura-
ta dell’esplosione e quello piu´ corto con il tempo scala della variabilita`. Un
modo per ottenere questo e´ quello di considerare un mezzo interstellare for-
mato da grumi di grandezza d << R/Γ che interagisce con una shell che si
muove relativisticamente verso l’osservatore(fig. 1.2). Consideriamo difatti
un grumo localizzato ad un angolo Γ−1 rispetto alla direzione del moto che
avviene verso l’osservatore; il tempo angolare a questo punto diventa il tem-
po che intercorre tra l’arrivo all’osservatore del primo e dell’ultimo fotone
emessi dal grumo, e vale ∼ d/cΓ. In effetti si avrebbe allora che tang < tR.
Abbiamo pero` un problema legato all’efficienza; dalle osservazioni sappiamo
infatti che deve valere tang/tR ≈ δt/T << 1. D’altra parte l’osservazio-
ne di un tempo angolare δt ci limita la grandezza del grumo a d ≈ cΓδt
e, l’osservazione della durata T , pone il raggio dello shock a R ≈ cTΓ2.
Chiaramente il numero di grumi che la shell incontra nel suo cammino sara`
uguale al numero di impulsi osservati T/δt, quindi il fattore di ricoprimento
del mezzo interstellare dato dal numero di grumi moltiplicato per la loro
area (d2)e diviso la sezione del cono sara` δt/T << 1; di conseguenza non si
puo` ottenere un efficiente estrazione d’energia in questo modello, inoltre non
riusciremmo nemmeno a spiegare la correlazione tra la durata degli impulsi
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Figura 1.4: A sinistra abbiamo la rappresentazione di un mezzo interstellare
disomogeneo con la materia raggruppata in grumi. A destra abbiamo la
rappresentazione del modello a shotgun. Figure tratte da [2].
e gli intervalli tra due impulsi successivi.
Un altro modello alternativo che e´ stato proposto e´ il cosiddetto model-
lo a shotgun(fig.1.2). Si suppone di avere una inner-engine che opera per
l’appunto come una shotgun, emettendo proiettili con dimensioni angolari
molto piu´ piccole di Γ−1. Questi proiettili si suppone che non si allarghino e
che formino uno shock interagendo con la materia intorno alla sorgente. In
questo caso chiaramente la durata del GRB corrisponderebbe al tempo di
attivita` della sorgente, mentre gli impulsi sarebbero rappresentati dal tempo
tang dei proiettili o ad esempio anche dal tempo che ci metttono ad essere
rallentati dal mezzo esterno. Il problema di questo modello e´ che non si rie-
sce a spiegare in maniera naturale la correlazione tra durata-intervallo degli
impulsi.
1.2.1 Lo shock interno
Ora vogliamo discutere alcuni dettagli dello shock interno dato che sappiamo
che questo e´ il processo responsabile della prompt emission.
Lo shock interno avviene quando un guscio piu´ veloce urta contro uno piu´
lento e questo avviene a una distanza dalla sorgente:
Rint ≈ cδtΓ2 = 3 × 1014 cmΓ2100 δt (1.3)
dove Γ100 e´ il fattore di Lorentz in unita` di 100 e δt e´ la distanza temporale
tra l’emissione di due shell che e´ anche il tempo di variabilita` del segnale.
Perche´ si abbia lo shock interno e´ necessario che Rint < Rext, dove Rext e´
definito come il raggio in cui avviene un’efficiente estrazione d’energia dallo
shock esterno. Determineremo nella prossima sottosezione Rext, comunque
anticipiamo che la relazione sopra si riduce a:
δtΓ2 < max
(
(
l
Γ2/3
) , l3/4∆1/4
)
(1.4)
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dove l e´ definito nell’equazione (1.17) ed e´ tipicamente dell’ordine di 1018cm,
e ∆ e´ lo spessore della shell ed e´ dell’ordine di 1012 cm; questa condizione
ci da` un limite sul valore di Γ che puo` avere un GRB, un limite che e´
dell’ordine delle poche migliaia. Lo shock interno e´ caratterizato da un
fattore di Lorentz relativo tra i gusci 1 ≤ Γ ≤ 10, allora sfruttando le
relazioni di Taub per gli shock relativistici(eq. (1.12)) si ha per il fattore di
Lorentz Γˆ, per la densita` nˆ e per l’energia interna eˆ del materiale shockato:
Γˆ =
√
(Γ2 + 1)/2 nˆ = (4Γˆ + 3)n ≈ 4Γˆn eˆ = Γˆnˆmpc2 . (1.5)
Cerchiamo ora di stimare l’efficienza dello shock interno. Consideriamo due
gusci di masse mr e ms che si stanno muovendo a differenti velocita` rela-
tivistiche Γr ≥ Γs >> 1, e consideriamo un urto anelastico tra queste; il
consequente fattore di lorentz sara`:
Γm '
√
mrΓr + msΓs
mr/Γr + ms/Γs
. (1.6)
Allora l’energia interna nel riferimento del laboratorio si potra` scrivere come:
Eint = mrc2(Γr − Γm) + msc2(Γs − Γm), (1.7)
e quindi l’efficienza di conversione tra energia cinetica e energia interna sara`:
ε = 1 − (mr + ms)Γm
(mrΓr + msΓs)
. (1.8)
Si vede che per avere un’efficienza vicina ad 1 bisogna avere shell di massa
simile (mr ≈ ms) ma che hanno velocita` molto diverse (Γr >> Γs). Notare
che inoltre verra` irradiata solamente l’energia interna che viene immagazzi-
nata dagli elettroni, quindi e´ necessario un accoppiamento forte tra elettroni
e protoni. E´ stato anche proposto(Kobayashi and Sari (2001)) un modello in
cui i gusci non emettono tutta la loro energia interna ma vengono riflessi uno
sull’altro causando susseguenti collisioni in modo da ottenere un’efficienza
totale del 60% anche se la frazione di energia interna presa dagli elettroni e´
solo il 10%.
Come ultimo aspetto dello shock interno vogliamo discutere come appaia
naturalmente in questo modello la correlazione tra la durata degli impulsi e
gli intervalli tra questi (sezione 1.1).
Consideriamo due gusci con una separazione L tra loro; il fattore di Lorentz
del guscio piu´ esterno e piu´ lento e´ Γs = Γ e quello di quello piu´ veloce e´
Γf = aΓ (con a > 2 in modo da avere una collisione efficiente), entram-
bi misurati nel riferimento del laboratorio. Supponiamo che i gusci siano
emessi a tempi t1 e t2 = t1 + L/c; la collisione avra` quindi luogo al raggio
dello shock Rs ≈ 2Γ2L e i fotoni emessi raggiungeranno l’osservatore ad un
tempo (omettendo il tempo di volo dei fotoni):
to ≈ t1 + L/c ≈ t2. (1.9)
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La cosa interessante e´ che i fotoni emessi da questa collisione arriverebbe-
ro simultaneamente a quelli emessi dall’inner-engine, contemporaneamente
all’emissione della seconda shell; in effetti questo spiega perche´ spesso nelle
simulazioni si vedeva che la curva di luce del GRB replicava l’andamento
temporale della sorgente. Per capire l’andamento temporale delle emissioni
bisogna considerare piu´ di una collisione; prendiamo per esempio tre shell
emesse ai tempi t1, t2, t3 e ad una separazione L. Consideriamo il caso in
cui si ha prima un urto tra la prima e la seconda shell e poi la terza arriva
a ridosso delle prime due, si avrebbe cos`ı ∆t ≈ L/c. Anche considerando
diverse composizioni di urti si trova che se le shell partono con separazione
dell’ordine di L allora le differenze nel tempo d’arrivo dei fotoni all’osserva-
tore saranno sempre multipli di L/c. D’altra parte la durata degli impulsi
e´ determinata dal tempo angolare δt = Rs/(2cΓ2s); distinguiamo il caso in
cui i gusci hanno massa uguale (Γs =
√
aΓ) oppure hanno uguale energia
(Γs ≈ Γ), dove Γs ora indica il fattore di Lorentz del materiale shockato:
δt ≈ Rs/2aΓ2c ≈ L/ac massa uguale (1.10)
δt ≈ Rs/2Γ2c ≈ L/c energia uguale. (1.11)
In tutti e due i casi si ottiene la correlazione tra durata e intervalli tra gli
impulsi; viene pero` preferito il caso d’eguale energia dato che l´ı non compare
il fattore a la cui dispersione potrebbe eliminare la correlazione.
1.2.2 Lo shock esterno
Passiamo ora a parlare del meccanismo che provoca l’afterglow di un GRB,
cioe` lo shock esterno. Questo e´ dovuto all’interazione con il materiale inter-
stellare di un guscio in movimento relativistico; notare quindi che in questo
modo shock interno ed esterno sono totalmente scorrelati, cos`ı come si ve-
de che sono scorrelati tra di loro l’afterglow e la prompt emission del GRB
(sezione 1.1).
Preliminarmente alla discussione del modello vero e proprio riportiamo le
condizioni di salto attraverso uno shock iperrelativistico (equazioni di Taub):
n2 = 4Γn1; e2 = 4Γ2n1mp c2; Γ2sh = 2Γ
2, (1.12)
dove i pedici 1, 2 indicano la regione successiva e quella precedente allo shock,
e ed n la densita` di energia interna e la densita` numerica nel riferimento del
fluido, Γ il fattore di Lorentz del fluido subito dietro lo shock misurato nel
riferimento dello shock e Γsh il fattore di Lorentz dello shock stesso. Con-
sideriamo quindi un guscio freddo in movimento relativistico e supersonico
che si propaga all’interno dell’ISM. In questo caso si formano tipicamente
due shock, uno che si propaga nell’ISM e l’altro che invece si propaga nel gu-
scio stesso; questi due fenomeni vengono denominati rispettivamente shock
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Figura 1.5: Andamento della velocita` (γ), della densita` e della pressione
nelle quattro zone delimitate da shok diretto ed inverso. Figura tratta da
[2].
diretto ed inverso. Il fatto di avere due shock in contemporanea fa si che il
nostro sistema sia diviso essenzialmente in quattro parti (fig 1.5):
1. la materia interstellare che si trova a riposo nel riferimento del labo-
ratorio (la indicheremo con il pedice 1);
2. la materia interstellare shockata (pedice 2);
3. la materia shockata del guscio che quindi e´ stata attraversata dallo
shock inverso (pedice 3);
4. la materia del guscio non ancora shockata (pedice 4).
Notare che data la configurazione dei due shock tra la materia nella zona 3
e quella nella zona 2 si forma una discontinuita` di contatto, cioe` una discon-
tinuita` idrodinamica caratterizzata dalla continuita` di velocita`, pressione e
quindi energia interna (in materia relativistica vale p = 13e) ma con discon-
tinuita` nella densita` numerica (e anche di massa ovviamente).
Le caratteristiche di questo sistema dipendono dal rapporto tra le densita`
del guscio in movimento e dell’ISM, n4/n1. All’inizio la densita` del guscio
sara` molto piu´ alta di quella dell’ISM che presenta densita` molto piccole e
quindi si avra` che n4/n1 > Γ2; in queste condizioni lo shock inverso e´ non
relativistico e per questo tale configurazione viene denominata Newtonia-
na; in questo caso la maggior parte della conversione di energia cinetica in
energia termica avviene nello shock diretto, dato che uno shock newtoniano
e´ meno efficiente da questo punto di vista. Chiamiamo Γ2 il fattore di Lo-
rentz del fluido shockato rispetto al fluido non shockato e chiamiamo Γ3 il
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fattore di Lorentz del fluido shockato relativo al guscio relativistico. Nella
configurazione Newtoniana si avra` che:
Γ2 ≈ Γ; Γ3 ≈ 1. (1.13)
E dalla (1.12) ricaviamo le quantita` nella regione 2 e nella regione 3:
n2 ≈ 4Γn1; e ≡ e2 = 4 Γ2n1mp c2; n3 = 7n4; e3 = e. (1.14)
Andando avanti nel tempo il nostro guscio si espandere (come R2 se sup-
poniamo che esso non aumenti la sua larghezza) quindi si arrivera` ad un
certo momento ad avere n4/n1 < Γ2; in questo caso sia lo shock inverso che
quello diretto sono relativistici, utilizzando la (1.12) insieme alle proprieta`
della discontinuita` di contatto troviamo:
Γ3 = (n4/n1)−1/4 Γ1/2 /
√
2; n3 = 4Γ3n4; (1.15)
e3 = e; Γ3 ∼= (Γ/Γ2 + Γ2/Γ)/2. (1.16)
Per studiare l’interazione tra un flusso relativistico ed un mezzo esterno in
quiete si definisce la lunghezza di Sedov:
E = mp c2
∫ l
0
4pin(r)r2dr, (1.17)
questa lunghezza, come si nota dalla formula qui sopra, e´ definita dalla
proprieta` che l’energia della massa a riposo contenuta nella sfera che ha come
raggio la lunghezza di Sedov e´ pari all’energia dell’esplosione; se supponiamo
di avere un ISM con densita` omogenea otteniamo:
l ≡
(
E
(4pi/3)nismmpc2
)(
1/3) ≈ 1018 cmE1/352 n1/31 . (1.18)
Questa e´ una delle due lunghezze scala che appaiono nel problema, un’altra
lunghezza tipica e´ ∆ che rappresenta la larghezza del nostro guscio relativi-
stico nel riferimento dell’osservatore. All’inizio abbiamo visto che lo shock
inverso e´ newtoniano quindi l’energia viene estratta dal shock diretto che
estrae meta` dell’energia quando la massa esterna raccolta e´ dell’ordine di
M/Γ (doveM e´ la massa a riposo del guscio), il che avviene ad una distanza
RΓ =
l
Γ2/3
=
(
E
nismmpc2Γ2
)1/3
= 5.4 × 106 cmE1/352 n−1/31 Γ−2/3100 .
(1.19)
Puo` pero` succedere che lo shock inverso diventi relativistico prima che lo
shock diretto abbia avuto il tempo di convertire una buona frazione d’energia
cinetica in energia termica, cioe` prima di RΓ. Se questo avviene lo shock
inverso diventa efficiente nell’estrarre energia e basta un solo passaggio dello
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shock per estrarre una percentuale significativa di questa; usando la (1.15)
si vede che lo shock inverso raggiunge il bordo interno del guscio a:
R∆ = l3/4∆1/4 ≈ 1015 cm l3/418 ∆1/412 . (1.20)
Lo shock inverso diventa relativistico nel momento in cui, come detto sopra,
n4/n1 = Γ2, determiniamo allora il raggio RN a cui questo avviene; sap-
piamo che E = n4mpc2R2∆Γ2, quindi invertendo n4 = Emc2R2∆Γ2 = Γ
2n1,
da cui trovo:
RN = l3/2/(∆1/2Γ2). (1.21)
Chiaramente dipendera` dal rapporto tra RN ed RΓ se l’energia verra` estratta
mentre lo shock inverso e´ ancora newtoniano o quando diventa relativistico.
Introduciamo quindi il parametro
ξ ≡ RN
RΓ
= (l/∆)1/2 Γ−4/3, (1.22)
utilizzando questo ottengo le seguenti uguaglianze:
R∆/ξ
3/2 = RΓ/ξ2 = RN/ξ3 (1.23)
e quindi se il parametro ξ > 1 vale R∆ < RΓ < RN , altrimenti vale
RN < RΓ < R∆, e abbiamo indicato in neretto il raggio a cui l’estrazione
dell’energia e´ efficace. Allora poiche` Rext e´ definito proprio come il raggio a
cui e´ efficace la conversione da energia cinetica ad energia termica avremo:
Rext = max(l/Γ2/3, l3/4∆1/4). (1.24)
1.3 Modelli di Inner-Engine
Il modello a Fireball ci descrive come funziona un GRB, non ci dice pero` quali
sono gli oggetti astrofisici che producono il flusso iperrelativistico necessario
per creare il GRB. Abbiamo pero` alcuni punti fermi:
• data l’energia implicata (≥ 1051 ergs) e´ probabile che un GRB com-
porti la formazione di un oggetto compatto, probabilmente un buco
nero;
• la presenza di due tipi di GRB, corti e lunghi, potrebbe indicare la
presenza di due diversi meccanismi che li producano;
• il tempo scala della variabilita` δt implica che le dimensioni della sor-
gente siano dell’ordine di c ∗ δt confermando cos`ı il bisogno di un
oggetto compatto; il fatto poi che esista un tempo scala decisamente
piu´ lungo (la durata del GRB) esclude i fenomeni esplosivi in cui tutta
l’energia viene rilasciata istantaneamente, mentre suggerisce invece la
presenza di un disco d’accrescimento intorno ad un buco nero; inoltre
questo disco deve essere particolarmente massivo (∼ 0.1M) per via
dell’energia necessaria;
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• i GRB sono formati da jet, bisogna quindi avere un meccanismo capace
di collimare la materia in jet di apertura 1 ≤ θ ≤ 20 e accelerarli a
velocita` relativistiche.
In effetti tutti i 2 modelli di Inner-engine che qui presenteremo sono basati
sul collasso di un oggetto compatto con la conseguente formazione di un
buco nero ed intorno ad esso di un disco d’accrescimento particolarmente
massivo. Notare che, poiche` la durata del GRB dipende dalla grandezza del
disco d’accrescimento, i GRB corti ci si aspetta abbiano dischi piu´ piccoli
rispetto a quelli dei GRB lunghi. Presentiamo ora 2 modelli di inner-engine.
1.3.1 Merge di stelle di neutroni binarie
Il merge di stelle di neutroni e´ ritenuto il candidato piu´ probabile per es-
sere l’inner engine dei GRB corti. Per esplorare questa possibilita` si sono
condotti sia calcoli teorici che simulazioni (per esempio in [3]) per capire la
dinamica stessa dei merge di stelle di neutroni. L’energia sprigionata in un
merge e´ piu´ che sufficiente per un GRB (la formazione di un buco nero di
M ∼ M libera circa 1053 ergs),il problema e´ quello di capire in che mo-
do questa riserva di energia puo` essere sfruttata per accelerare un jet fino
a velocita` altamente relativistiche. Sono state individuate due famiglie di
meccanismi: la prima utilizza il grande flusso di neutrini emessi dal disco
di accrescimento che si forma durante il merge; la seconda si basa su vari
meccanismi magnetoidrodinamici.
Cominciamo a vedere in che modo i neutrini possono accelerare un jet; La
discussione seguente e´ basata sui lavori di simulazione in [3],[4],[5].
La maggior parte dei neutrini viene prodotto nel disco di accrescimento che
si forma intorno al buco nero centrale; questo disco e´ composto soprattutto
da neutroni e di conseguenza il processo piu´ probabile e´ la cattura di un
positrone da parte di un neutrone con una corrispondente maggioranza di
antineutrini nel flusso ottenuto. Si nota poi che il flusso di neutrini e´ leg-
germente focalizzato intorno al raggio di rotazione della binaria originale; in
effetti dalle simulazioni si vede che il flusso lungo l’asse e´ circa 25 volte piu´
alto che nel piano equatoriale. E´ proprio in questa regione che si pensa che
l’annichilazione νν riesca ad accelerare una fireball a velocita` relativistica.
In effetti lungo l’asse di rotazione, per via della forza centrifuga, si crea una
regione molto povera di materia barionica (fig. 1.6) e questa e´ una condizio-
ne necessaria per riuscire ad ottenere un jet; difatti una fireball di energia
1053 ergs, non sarebbe in grado di accelerare fino a Γ ∼ 100 un outflow con
una massa maggiore di circa 5× 10−4M. Oltretutto, sempre da simulazio-
ni, si vede che l’energia sprigionata dall’annichilazione e´ massima proprio in
quella zona(fig. 1.7). Vogliamo allora vedere se l’energia rilasciata in que-
sto modo sotto forma di energia cinetica puo` riuscire ad accelerare i pochi
barioni presenti in quella zona a velocita` relativistica. Definiamo allora il
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Figura 1.6: Contour-plot del logaritmo della densita`(g/cm3) e della densita`
di energia depositata per unita´ di tempo (erg cm−3 s−1) in funzione del
raggio e dell’altezza. Si noti come lungo l’asse di rotazione la densita` sia
sensibilmente minore pur tenendo conto che per la scarsa risoluzione in quella
zona delle simulazioni la densita` e´ sovrastimata. Queste figure sono tratte
da [5].
parametro η = Qνντinj/(ρc2) dove Qνν e´ il calore rilasciato dall’annichila-
zione per unita` di tempo e volume, τinj indica il tempo di iniezione e ρ indica
la densita` nel punto considerato. Chiaramente η sara` una stima del fattore
di Lorentz terminale che potra` raggiungere il nostro jet; vogliamo allora che
esso si aggiri intorno al valore 100 che e´ il valore tipico osservato nei GRB.
Questa verifica e´ stata effettuata in [5] e ha portato a valori Γ ∼ 10 ÷ 100.
In un caso si e´ osservato un fattore di Lorentz Γ ∼ 105; questo e´ proble-
matico perche´ va oltre il limite stabilito dall’equazione (1.4), pero` in quella
simulazione si era partiti in condizione di corotazione che si suppone essere
artificiale poiche` molto difficile da ricreare in natura.
Man mano che ci allontaniamo dall’asse di rotazione immaginiamo che
ci sia una drastica diminuzione di η dovuta essenzialmente alla diminuzio-
ne di Qνν . Si pensa che si sviluppi un profilo di velocita` particolarmente
largo e caratterizzato da fluttuazioni ed in una situazione del genere si cree-
ranno irregolarita` nel flusso che poi saranno quelle che daranno luogo allo
shock interno. Le energie del flusso viste nelle simulazioni vanno dai 1047 ai
1048ergs; questo significa allora che se voglio spiegare l’energia tipica di un
GRB dovro` riuscire ad ottenere in questo modello anche un beaming del jet
particolarmente elevato, con angolo di apertura Ω < 10−2.
Un modello per la collimazione del jet e´ basato sulla presenza di emissione
di materia nella zona esterna del disco. Questa materia raccogliera` parte
dell’energia che la parte interna emette sotto forma di neutrini con conse-
guente riscaldamento che portera` alla formazione di un vento. In effetti un
nucleone che si trova ad una distanza di 100Km da un oggetto centrale di
massa 2.5M ha un energia di legame gravitazionale GMmp/r ∼ 45 MeV
e poiche` i neutrini emessi dalla parte interna del disco hanno un’energia di
circa 15MeV , basta che questo nucleone catturi tre neutrini perche´ si sleghi
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Figura 1.7: Density-plot del logaritmo di η che, ricordiamo, costituisce una
stima del massimo fattore di Lorentz a cui puo` arrivare il mio jet. Questa
figura e´ tratta da [5].
dall’oggetto centrale. L’outflow di materia dovuto ai neutrini e´ ([4]):
M˙ ≈ 2 × 10−2L5/3νe,53
(
ενe
15 MeV
)10/3
×
(
Rem
80 Km
)5/3 (2.5M
Mem
)
M/s,
(1.25)
dove Lν e´ la luminosita´ in termini di antineutrini,
〈
ε2ν
〉
/ 〈εν〉, Eν indica
l’energia del neutrino, Rem eMem indicano il raggio e la massa della regione
che emette neutrini.
Questo vento che e´ ricco in barioni rispetto al jet e´ in grado con la sua
pressione di collimare il jet stesso dandogli un angolo di apertura pari a:
θ ≈ pi
βw
Lj
Lw
≈ 0.3β−1w,−1L−1w,50Lj,48.5 (1.26)
ed in questo modo la luminosita´ apparente del GRB diventa:
LΩ ≈ 2
pi2
β2wL
2
w
Lj
= 2× 1051β2w,−1L2w,51L−1j,48 erg s−1, (1.27)
dove βw e´ la velocita` terminale del vento in unita` di c (tipicamente βw ∼ 0.1),
Lw e Lj sono la potenza totale nel vento e nel getto. Notare che dalla (1.27)
si vede subito che paradossalmente un jet piu´ debole apparira` in realta` piu´
luminoso che uno forte. Dalle simulazioni si puo` ora verificare se questo
meccanismo di beaming e´ efficiente. Si trova tipicamente un angolo di aper-
tura di θ ∼ 0.1 e quindi un LΩ ∼ 1051 che quindi ci dice che questo modello
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potrebbe spiegare i GRB corti. Notare che, con un beaming di questa gran-
dezza, il rate di GRB diventa comparabile con il rate stimato per il merge di
stelle di neutroni binarie. Inoltre questo modello darebbe anche un motivo
per la mancata osservazione dell’afterglow nei GRB corti; in effetti l’energia
dell’afterglow e´ proporzionale all’energia totale nei jet (l’espansione nell’af-
terglow e´ ormai newtoniana) e alla radice quadrata della densita` del mezzo
intorno al GRB; ma se questo modello e´ esatto l’energia dell’afterglow di
un GRB corto viene ad essere 100 volte piu´ piccola dell’energia di un tipi-
co GRB lungo, inoltre si pensa che molti dei merge avvengono al di fuori
delle galassie (dopo vedremo perche´) e quindi e´ probabile avere una densita`
esterna minore di quella che si ha in un GRB lungo.
Abbiamo visto come i neutrini prodotti in un merge di stelle di neutroni
possono accelerare un jet a velocita` relativistiche; la stessa cosa puo` essere
ottenute anche sfruttando meccanismi di tipo magnetoidrodinamico. In ef-
fetti in questo caso abbiamo campi magnetici molto elevati gia` in partenza e
la presenza di moti turbolenti durante il merge da` il via a molti meccanismi
di stampo magnetoidrodinamico. Intanto nel caso in cui la riconnessione
delle linee di campo e la diffusione magnetica giocassero un ruolo importan-
te, molta dell’energia contenuta nel campo magnetico verrebbe trasferita in
energia termica e quindi susseguentemente irradiata sotto forma di neutrini
facilitando l’emissione di un jet dovuta ai neutrini.
Esistono pero` modi strettamente magnetoidrodinamici per aumentare ulte-
riormente il campo magnetico a spese dell’energia di rotazione dell’oggetto
centrale, sia che esso sia ancora una stella di neutroni sia che esso sia un
buco nero. Qui descriviamo brevemente uno di questi modelli, basato sulla
presenza di un DROCO. In un DROCO (differentially rotating collapsed
object) il campo magnetico cresce fino all’equipartizione, cioe` fino a quan-
do la densita` d’energia del campo magnetico non eguaglia quella termica; a
questo punto interviene l’instabilita` di Taylor che porta la parte magnetiz-
zata del disco a galleggiare venendo cos`ı espulsa e dando luogo ad un burst.
Questo meccanismo va avanti fino a quando l’energia cinetica del DROCO
non e´ piu´ abbastanza per evitare il collasso del DROCO in un buco nero;
otteniamo cos`ı una serie di esplosioni susseguenti. Esploriamo in dettaglio
uno dei meccanismi con cui il DROCO puo` portare il campo magnetico al-
l’equipartizione, il cosiddetto avvolgimento del campo magnetico.
Abbiamo un oggetto in rotazione differenziale, assumiamo per semplicita`
che questo sia l’unico moto presente, avremo allora solamente una velocita`
vφ = rΩ(r, θ). Il campo magnetico nel nostro oggetto evolvera` secondo
l’equazione:
∂t ~B = ~∇∧ (~v ∧ ~B)− c
2
4piσ
~B (1.28)
Se facciamo l’ipotesi di essere in magnetoidrodinamica ideale, quindi σ =∞
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allora l’equazione sopra si riduce a:
∂t ~B = ~∇∧ (~v ∧ ~B), (1.29)
considerando un campo assisimmetrico si ottiene allora per la sua evoluzione:
∂tBr = ∂tBθ = 0 ∂tBφ = rsinθ ~Bp · ~∇Ω, (1.30)
dove ~Bp = (Br, Bθ, 0) e´ il campo poloidale che, con le nostre assunzioni, e´
costante nel tempo. Notare che anche il cambiamento del campo azimutale
non dipende dal fatto che abbiamo rotazione ma bens´ı dal fatto che si abbia
rotazione differenziale (dipende da ~∇Ω). L’equazione per Bφ puo` essere
integrata nel tempo ottenendo cos`ı:
Bφ = N~n · ~Bp N(r, θ, t) = rsinθ
∫
t
∣∣∣~∇Ω∣∣∣ ~n = ~∇Ω/ ∣∣∣~∇Ω∣∣∣ . (1.31)
Notare che allora il campo magnetico crescera` ed in particolare crescera` fino
a quando non raggiungera` il campo d’equipartizione:
Beq =
√
8piρc2s, (1.32)
e lo raggiungera` in un tempo che puo` essere stimato come:
τ eq =
Beq
Bp
ω(r)−1. (1.33)
Entrambi questi valori possono essere calcolati per il merge di neutroni
prendendo i dati necessari dalle simulazioni e sono riportati in figura 1.8. Si
noti come nell’oggetto centrale si possa arrivare anche a campi spaventosa-
mente alti come 1017G. A questa punto dei tubi fortemente magnetizzati
tenderebbero a galleggiare e ad essere espulsi dal disco alla velocita` di Al-
fven va = B/
√
4piρ e su un tempo scala τb ∼ R/va ≈ 1.5 × 10−4 s. Si e´
anche stimata l’energia tipica di queste sottoesplosioni che sara` dell’ordine
di 1051 ergs; poiche` l’energia rotazionale dell’oggetto centrale e´ stimata esse-
re nelle simulazioni dell’ordine di 1052 ergs, tale oggetto prima di collassare
dara` luogo ad una decina di sottoesplosioni.
Notare che qui per amplificare il campo magnetico fino all’equipartizione si
e´ supposto solamente di avere rotazione differenziale; se ammettiamo pero`
di avere anche moti turbolenti, che si osservano nelle simulazioni, possiamo
avere dei modi piu´ efficienti e veloci di eccitare il campo magnetico come ad
esempio la MRI (magneto rotation instability) che e´ ben conosciuta per es-
sere la sorgente del campo magnetico responsabile per la viscosita` nei dischi
di accrescimento.
L’estrazione di energia rotazionale puo` avvenire anche piu´ avanti nel tempo
quando l’oggetto centrale formatosi in seguito al merge e´ gia` collassato for-
mando un buco nero. Il meccanismo che estrae l’energia cinetica di un buco
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Figura 1.8: A sinistra abbiamo il plot del campo di equipartizione in funzione
del raggio dopo 14.11 ms dal merge. A destra abbiamo il tempo scala su cui
si raggiunge il campo di equipartizione supponendo di partire da un campo
magnetico iniziale di 1012 Gauss che e´ la grandezza tipica del campo di una
stella di neutroni. Figure tratte da [5].
nero e´ il meccanismo di Blandford-Znajek (sezione 1.5). Per un buco nero
rotante di massa 2.5M e un parametro di rotazione a = Jc/GM2 (J e´ il
momento angolare del buco nero) l’energia rotazionale del buco nero sara`:
Erot = Mbhc2
[
1−
√
1/2(1 +
√
1− a2)
]
≈ 1.5× 1053 erg (1.34)
e quindi piu´ che sufficiente per dare vita ad un GRB breve anche senza bi-
sogno di beaming.
Abbiamo visto come un merge di due stelle di neutroni binarie sia effettiva-
mente in grado di dare vita ad un GRB, vogliamo ora vedere alcuni dettagli
sulla velocita` con cui questi merge avvengono. Chiaramente il merge di una
binaria di neutroni e´ dovuto all’emissione di onde gravitazionali e alla con-
seguente perdita d’energia del sistema doppio che tende cos`ı a diventare piu´
stretto ed infine porta le due stelle a cadere l’una sull’altra. Il tempo scala
su cui questo avviene e´ particolarmente sensibile alla distanza iniziale a delle
due pulsar, τ α a4, quindi per avere una stima attendibile del tempo scala su
cui avviene il merge bisognerebbe avere un’idea molto chiara della distanza
iniziale con cui si forma una binaria di neutroni. Questo e´ particolarmente
utile, insieme alla conoscenza del potenziale gravitazionale di una galassia
per stabilire se il merge avverra` all’interno o all’esterno della galassia in cui
la binaria e´ stata creata. In effetti se il merge avvenisse dopo 106 anni la
binaria si troverebbe ancora nella galassia mentre dopo 108 anni il merge
avverrebbe al di fuori della galassia per via delle forti velocita` che il sistema
prende dopo la creazione della seconda pulsar(100÷ 200Km/s). Purtroppo
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allo stato attuale non si riesce ancora a capire quale sia la distibuzione esatta
della distanza tra le due pulsar e quindi la distribuzione dei tempi di merge.
1.3.2 Modello a Collapsar
Esiste un altro modello di inner-engine per i GRB, in particolare questo
appare adatto alla generazione dei cosiddetti GRB lunghi; abbiamo visto
(sezione 1.1) come questi siano collegati alle supernovae, in effetti questo
modello si basa sul collasso di stelle particolarmente massive, con masse che
vanno dalle 15M fino alle 30M, e caratterizzate da rotazione significati-
va. Esistono due tipi di collapsar: quelle di tipo I, in cui si forma subito un
buco nero in centro alla stella dato che non viene creato uno shock che porti
all’esplosione della stessa, e quelle di tipo II in cui la stella esplode ma una
parte di essa ricade successivamente sulla protostella di neutroni poiche` non
ha abbastanza energia per riuscire a sfuggire e si forma cos`ı un buco nero
con un ritardo temporale rispetto a quello che succede nelle collapsar di tipo
I.
L’evoluzione della stella dopo il collasso del nucleo di ferro sia in un caso che
nell’altro viene seguito tramite simulazioni ([8],[9]) data la difficolta` di riusci-
re a dare una trattazione analitica del problema. Dopo il collasso del nucleo
ci aspettiamo che su di esso avvenga accrescimento; in particolare nei primi
istanti si avra` accrescimento immediato di tutta quella materia che non ha
abbastanza momento angolare per riuscire a stare all’esterno della cosiddet-
ta ultima orbita stabile posta a 6GMbh/c2 ∼ 2.7 ∗ 106(Mbh/3M) cm, per
un buco nero di Swarzchild e qGMbh/c2 per un buco nero di Kerr massima-
mente rotante (a =Mbh) con q = 1, 9 a seconda che il disco sia coruotante o
controruotante rispetto al buco nero (nel nostro caso ci si apetta ovviamente
che sia coruotante). Questa fase si esaurisce nei primi due secondi dopo il
collasso per le collapsar di tipo I mentre chiaramente impieghera` piu´ tempo
nel tipo II dato che bisogna aspettare che la materia inizialmente eiettata
ricada sul buco nero.
Successivamente a questa fase si ha una situazione approssimativamente
stazionaria in cui la materia che ha momento angolare abbastanza elevato
(j ≥ 3 ∗ 1016 ergs s, dato che il buco nero avra` una massa tipica dell’ordine
della massa del nucleo di ferro che per stelle con massa nel range conside-
rato vale ∼ 2M) forma un disco di accrescimento intorno al buco nero.
Notare che la situazione non e´ veramente stazionaria poiche` sono presen-
ti fluttuazioni nel tempo che poi saranno importanti al fine di riuscire ad
ottenere un GRB con l’appropriata variabilita`. Data la densita` del disco
(∼ 1013 g/cm3) esso potra` raffreddarsi solamente tramite emissione di neu-
trini, per questo e´ importante che la materia non abbia momento angolare
troppo elevato (j < 20∗1016 ergs s ) perche´ altrimenti il disco si trova troppo
lontano dall’orbita marginalmente stabile, rimane troppo freddo per riuscire
ad emettere neutrini e quindi non riesce a disperdere il calore viscoso; in
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Figura 1.9: A sinistra abbiamo l’andamento col tempo del rate di accresci-
mento sull’oggetto centrale in simulazioni di collapsar di tipo II con esplo-
sione iniziale di varia energia. A destra abbiamo il corrispettivo andamento
della massa del buco nero centrale col tempo; massa che aumenta in seguito
all’accrescimento. Figure tratte da [8].
questo caso si vede dalle simulazioni che non si riesce a formare un disco di
accrescimento intorno al buco nero. Mentre nelle zone esterne del disco esso
e´ trasparente ai neutrini e quindi il profilo di disco sara` quello dato in [6],
nelle zone interne di questo invece, per lo meno per le collapsar di tipo I che
presentano tassi di accrescimento piu´ elevati, il disco diventa otticamente
spesso per i neutrini e quindi bisogna dare un trattamento del trasporto
di neutrini. Un modello di disco che implementa questa caratteristica sara`
descritto nella prossima sezione ed e´ stato proposto in [1].
Contemporaneamente allo spiralizzare del disco verso il buco nero sono pre-
senti anche atri flussi: abbiamo un flusso di accrescimento diretto lungo
l’asse di rotazione della stella che pero` e´ sensibilmente meno importante
dell’accrescimento da disco dato che si vede dalle simulazioni che il 90%
dell’ accrescimento e´ dovuto a quest’ ultimo. Si vede poi, nelle simulazioni
con una viscosita` elevata (l’α di Shakura-Suniaev posto uguale a 0.1) che
si forma un flusso diretto verso l’esterno dovuto al riscaldamento del disco
per via della dissipazione viscosa. La presenza di questo vento ribadisce la
necessita` di avere un’efficiente raffreddamento attraverso i neutrini al fine
di ottenere un disco legato al buco nero centrale. Per quanto riguarda il
tasso di accrescimento in questa fase si osservano per le collapsar di tipo I
tassi di accrescimento dell’ordine di 0.1 ÷ 0.01M s−1 mentre per il tipo II
i tassi tipici sono 100 volte piu´ piccoli; questo era in effetti prevedibile dato
che nel secondo caso la materia era stata preventivamente espulsa e solo una
frazione di essa (tipicamente 0.1 ÷ 5M) ricade poi verso il centro.
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Dopo la fase stazionaria il tasso di accrescimento decresce col tempo
come una legge a potenza ( ∝ t−5/3 )(figura 1.9) in accordo con quanto
calcolato semianaliticamente in [7]. Notare che ovviamente l’accrescimento
di materia sul buco nero tende ad aumentare la massa di quest’ultimo, ma
anche, dato che la materia ha momento angolare non nullo con lo stesso
verso di quello del buco nero, il suo momento angolare, aumentando cos`ı l’e-
nergia che sara` possibile estrarre tramite il meccanismo di Blandford-Znajek
(sezione 1.5).
Sappiamo quindi che nel modello a collapsar si forma un disco di accresci-
mento con tassi di accrescimento particolarmente elevati; come nel modello
delle binarie di neutroni si ipotizza che si formino dei jet che poi dovranno
dare vita al GRB. A differenza del precedente modello pero` i jet in questo
caso dovranno aprirsi la strada attraverso la stella e tale propagazione dovra`
avvenire senza perdere troppa velocita`, perche´ i GRB sono creati da flussi
iperrelativistici, e senza perdere la collimazione iniziale.
I processi che depositano energia nella regione polare sono gli stessi che nel
caso del merge: dissipazione dovuta ai neutrini o processi magnetoidrodina-
mici; bisogna pero` precisare che mentre le collapsar di tipo I possono creare
jet tramite neutrini questo non e´ invece possibile per le collapsar di tipo
II dato che queste hanno tassi di accrescimento troppo bassi; quindi nelle
collapsar di tipo II l’energia necessaria a far partire i jet sara` estratta per via
magnetoidrodinamica mentre nelle collapsar di tipo I sono possibili entrambi
i meccanismi. Al solito e´ possibile estrarre l’energia necessaria non dal disco
ma dal buco nero attraverso il meccanismo di Blandford-Znajek. Anche se
pensiamo che questi siano effettivamente i possibili meccanismi che possa-
no dare energia al jet, non siamo pero` in grado di calcolare con precisione
quale possa essere la frazione d’energia che puo` essere estratta; chiaramente
questa sara` composta da due termini ε1 , ε2 in cui il primo indica l’efficien-
za di estrazione dell’energia d’accrescimento (tramite neutrini e MHD) e il
secondo invece e´ l’efficienza relativa all’utilizzo dell’energia immagazzinata
nel buco nero centrale (tramite Blandford-Znajek); di conseguenza l’energia
disponibile per i jet sara`:
Ejet = ε1Maccc2 + ε2Mbhc2. (1.35)
Contando di avere un’efficienza di circa un centesimo (ma in natura si vedono
fenomeni di creazioni di jet con efficienze anche maggiori) otteniamo quindi
un’energia tipica per la formazione di un jet in una collapsar dell’ordine di
1052 erg. Questa energia viene, nelle simulazioni, depositata nella regione
polare come energia termica al fine di vedere quale saranno le caratteristiche
del jet che verra` fuori. Si vede cos`ı che i jet vengono creati con un angolo di
semiapertura dell’ordine di 10◦(figura 1.10) , che andrebbe bene al fine del
formare un GRB; questo non e´ pero` necessariamente l’angolo con cui il jet
uscira` dalla stella, dato che la sua collimazione dipendera` dall’interazione
con la parte della stella che deve attraversare prima di riuscire ad uscire e
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Figura 1.10: Figure della collimazione dopo 0.6 s dalla creazione di un jet
in simulazioni con viscosita` elevata (α = 0.1 a sinistra) e viscosita` bassa
(α = 0.001 a destra).Il vettore velocita` piu´ lungo rappresenta una velocita`
di 1.5 × 1010 cms−1. Notare che abbiamo collimazione maggiore nel caso del
disco meno viscoso dato che esso e´ caratterizzato da una densita` maggiore
del mezzo intorno al jet. I colori rappresentano il logaritmo della pressione
espressa in dyne /cm2. Figure tratte da [8], a colori nella versione elettronica.
dare effettivamente luogo al GRB .
La propagazione del jet nel mantello e negli strati piu´ esterni della stella
dipende fortemente dalla sua energia interna e dalla sua pressione relativa-
mente a quelle del mezzo che sta attraversando. Conviene, a questo propo-
sito, distinguere due tipi di jet: jet caldi e jet freddi a seconda che l’energia
interna iniziale sia maggiore o minore della massa a riposo o dell’energia
cinetica del jet; i jet delle collapsar di tipo I saranno jet caldi perche´ forma-
ti tipicamente tramite neutrini; per quanto riguarda invece le collapsar di
tipo II non si sa dire nulla di preciso dato che si sa che meccanismi magne-
toidrodinamici come la riconnessione magnetica danno in generale jet caldi
mentre altri meccanismi sempre magnetici generano jet freddi. In generale
si e´ visto dalle simulazioni che, mentre i jet freddi tendono a mantenere la
loro originale collimazione di 10◦ ed anche talvolta ad aumentarla, i jet caldi
tendono invece ad espandersi e a perdere la loro collimazione; questo oltre
a far perdere la collimazione necessaria per dare in seguito vita ad un GRB
porta anche ad un maggiore scambio d’energia tra la stella ad il jet, cos`ı che
il jet tende a perdere energia ed invece la stella puo` addirittura arrivare ad
innescare un’ esplosione anche nel caso in cui questa non fosse gia` in atto
(collapsar tipo I). Notare che questa esplosione essendo provocata da un jet
che si muove lungo l’asse polare darebbe il via ad una supernova fortemen-
te asimmetrica quali quelle che in effetti si sono visti accompagnare alcuni
GRB (ad esempio SN2003dh e SN1998bw).
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Dalle simulazioni si e´ visto che per la propagazione dei jet e´ particolarmente
importante la massa del disco; in effetti nelle simulazioni caratterizzate da
disco maggiormente massivo (simulazioni con una piu´ bassa viscosita` ) si e´
notato che i jet venivano collimati piu´ facilmente.
La collimazione pur essendo una caratteristica necessaria per dare vita ad
un GRB non e´ pero` una condizione sufficiente; bisogna che il jet riesca a bu-
care la stella con una velocita` iperrelativistica. Perche´ cio` avvenga in queste
stelle particolarmente massive e´ necessario che queste, in qualche periodo
della loro evoluzione, abbiano perso il loro involucro di idrogeno lasciando
solo la parte con l’elio (stelle Wolf-Rayet); questo si pensa possa avvenire ad
esempio in seguito all’interazione con una compagna in un sistema binario.
Nel caso in cui si consideri una stella senza il suo inviluppo di idrogeno il jet
riesce a bucare la stella e a propagarsi nel mezzo interstellare con un fattore
di Lorentz Γ ≈ 20, abbastanza veloce per riuscire a dare vita ad un GRB. In
particolare in questo caso lo shock esterno avverra` con il mezzo interstellare,
mentre lo shock interno verra` creato per via della variabilita` osservata nelle
simulazioni nel rate di accrescimento da disco; diverso tasso di accrescimen-
to in effetti portera` ad un diverso tasso di deposizione d’energia nella zona
polare facendo si che materia lanciata in un secondo momento si muova ad
una velocita` maggiore e raggiunga quella lanciata precedentemente dando
cos`ı vita allo shock interno. Poiche` le collapsar di tipo I producono jet caldi,
questi usciranno meno collimati e conseguentemente avranno perduto anche
piu´ energia a favore della stella; si pensa quindi che queste siano le inner-
engine di quei GRB piu´ deboli come il GRB 980425. Notare che inoltre
GRB cos`ı deboli potrebbero essere piu´ frequenti di quello che si e´ osservato
fin’ora dato che, essendo meno luminosi, sono meno facili da osservare. Le
collapsar di tipo II, nel caso in cui abbiano perduto il loro rivestimento di
idrogeno, daranno invece luogo a GRB lunghi e luminosi con una sottostante
supernova (nella collapsar di tipo II la stella esplode e poi una parte ricade
nel centro); questa supernova pero` non sara` visibile nel caso in cui l’after-
glow ottico sia molto piu´ luminoso.
Se e´ presente un involucro d’idrogeno il jet, pur riuscendo ad aprirsi la stra-
da fino al mezzo interstellare, arrivera` con fattore di Lorentz troppo basso
per dar vita ad un GRB. In questo caso si osservera` una supernova con
la possibilita` di vedere anche un transiente X dovuto all’emergere del jet.
Quindi in questo modello i GRB viene essenzialmente visto come la punta
dell’iceberg di tutta una serie di fenomeni transienti che dovrebbero accom-
pagnare le suprnovae asimmetriche formatesi in seguito al collasso di una
stella supermassiva con rotazione.
Un riassunto delle proprieta` di collapsar di tipo I e II e data dalla tabella in
figura 1.11.
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Figura 1.11: Tabella riassuntiva del modello a collapsar. Figura tratta da
[8]
1.4 Modelli di disco con Trasporto di Neutrini
In questa sezione descriveremo un disco sottile in cui il raffreddamento av-
viene anche per mezzo di emissione di neutrini e in cui si tiene conto del fatto
che il disco puo` diventare otticamente spesso rispetto ai neutrini emessi. Il
motivo fisico per cui questo modello e´ stato introdotto e´ quello che, ai rate di
accrescimento necessari per un GRB, un disco di accrescimento diventa par-
ticolarmente denso e caldo e viene raffreddato soprattutto tramite emissione
di neutrini, dato che i fotoni rimangono intrappolati nella materia. Consi-
deriamo un buco nero centrale di massa M = 3 ∗ m3M ; il suo raggio di
Schwarzchild sara` Rs = 2GM/c2 = 8.85 ∗ 105m3 ; per rate di accrescimento
M˙ ≥ 0.1Ms−1 il raffreddamento del disco avviene soprattutto grazie all’e-
missione di neutrini emessi sia tramite processi di neutronizzazione che per
emissione termica. Elenchiamo quindi tutti i vari contributi all’emissione di
neutrini [1]:
1. Annichilazione di coppie positrone-elettrone ( e−+ e+ → νi+ νi, dove
i rappresenta sia neutrini elettronici che delle altre famiglie leptoniche
). Il rate di raffreddamento per unita` di volume e´:
q−νi,νi ' 5 × 1033 T 911 ergs cm−3 s−1, (1.36)
dove T11 = T/1011 ◦K.
2. Bremsstrahlung nucleone-nucleone (n + n → n + n + νi + νi)
q−brem ' 1027 ρ210 T 5.511 ergs cm−3 s−1, (1.37)
dove ρ10 = ρ/1010 g cm−3.
3. Neutrini da emissione di plasma:
q−plasmon ' 1.5∗1032 T 911 γ6p exp−γp(1+γp)×
(
2 +
γ2p
1 + γp
)
ergs cm−3 s−1,
(1.38)
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dove γp = 5.565 × 10−2[(pi2 + (µe/kT ))/3]1/2.
4. Reazioni di neutronizzazione ( p + e− → n + νe; n + e+ → p + νe):
q−eN = q
−
e−,p + q
−
e+,n ' 9.0 ∗ 1033 ρ10 T 611Xnuc ergs cm−3 s−1, (1.39)
dove Xnuc e´ la frazione in massa dei nucleoni liberi ed e´ data appros-
simativamente da:
Xnuc = 34.8 ρ
−3/4
10 T
9/8
11 exp(−0.61 / T11), (1.40)
dove questa espressione prende valori minori di 1, negli altri punti si
avra` invece Xnuc = 1.
Notare che bisogna tenere conto della fotodisintegrazione anche nel bilancio
energetico, in cui quindi avremo un termine:
q−photo = 10
29 ρ10 v
dXnuc
dr
ergs cm−3 s−1, (1.41)
dove v e´ la velocita` radiale delle particelle del disco. Abbiamo riportato i
rate di raffreddamento per i vari processi di emissione di neutrini, bisogna
pero` tenere conto che per ogni fenomeno di emissione esiste un corrispon-
dente processo di assorbimento; lo scattering inoltre impedisce ai neutrini
di andarsene liberamente dal disco. Il processo inverso all’equazione (1.36)
da` una profondita` ottica:
τa,νi,νi ≈
q−νi,νi H
4(7/8)σ T 4
≈ 2.5 × 10−7 T 511H, (1.42)
dove H e´ lo spessore del disco che troveremo piu´ avanti in questa sezione
tramite le equazioni standard dei dischi sottili.
Similmente possiamo calcolare la profondita` ottica dovuta al processo inver-
so all’equazione (1.39):
τa,eN ≈
q−e,N H
4(7/8)σ T 4
≈ 4.5 × 10−7 T 211Xnuc ρ10H. (1.43)
Lo stesso si puo` fare per gli altri due processi di emissione; non riportiamo
qui le corrispettive profondita` ottiche perche´ per questo modello sono tra-
scurabili rispetto alle altre. Esiste pero` un contributo dovuto allo scattering
di corrente neutra con i nucleoni (νi + {n, p} → νi + {n, p}); se prendia-
mo materia con una frazione di protoni Ye = 0.5 otteniamo per questo
contributo:
τs,νi = 2.7 × 10−7 T 211 ρ10H. (1.44)
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Tenendo conto del trasporto dei neutrini(opportunamente modellizzato) l’e-
nergia persa dal disco tramite emissione di neutrini per unita` di volume e
tempo sara` data da [1]:
q−ν =
∑
i
7/8σ T 4
(3/4)(τνi/2 + 1/
√
3 + 1/(3 τa,νi))
, (1.45)
dove τνi = τa,νi + τs,νi e´ la somma delle profondita` ottiche dovute allo
scattering ed all’assorbimento e τa,νi e´ semplicemente data dalla somma di
tutte le profondita` ottiche da processi di assorbimento.
A questo punto possiamo scrivere le equazioni del disco. Come nella teoria
standard dei dischi sottili vengono considerate solamente quantita` mediate
sull’altezza. Avremo la velocita` del suono c2s = P/ρ, lo spessore del di-
sco H = cs/Ωk, dove Ωk = (GM/R3)1/2 = 2.4 × 104m−13 r−3/2 s−1 e´ la
velocita` angolare kepleriana. Per la viscosita` del disco si assume la prescri-
zione α di Shakura-Sunyaev, ν = α c2s/Ωk, con α che tipicamente si prende
dell’ordine di 0.1. L’equazione di continuita` e l’equazione per il bilancio del
momento angolare ci danno la seguente relazione per il rate di accrescimento:
M˙ = 4piRρHv ≈ 6piνρH, (1.46)
dove si e´ usato il fatto che la velocita` radiale v e´ data da v = 3ν/2R.
Dobbiamo poi dare un’equazione di stato in cui avremo il contributo dei
fotoni, degli elettroni, dei positroni, dei nucleoni ed anche dei neutrini (che
contribuiscono in modo marginale):
P =
11
12
aT 4 +
ρ k T
mp
(
1 + 3Xnuc
4
)
+
2pi h c
3
(
3
8pimp
)4/3
×
(
ρ
µe
)4/3
+
uν
3
,
(1.47)
dove uν e´ cos`ı definita: uν = 7/8σT 4
∑
(τνi/2 + 1/
√
3)/(τνi/2 + 1/
√
3 +
1/(3 τa,νi)). Avremo poi un’equazione che esprime il bilancio energetico
locale:
q+ =
3GMM˙
8piR3
= q− + qadv (1.48)
dove q+ rappresenta il termine di riscaldamento dovuto all’effetto della vi-
scosita` e q− = q−ν + q
−
photoH. In aggiunta abbiamo il termine avvettivo
che tiene conto del fatto che i fotoni e gli stessi nucleoni durante l’avvezione
trasportano entropia dall’esterno verso l’interno del disco:
qadv = Σv T
ds
dr
= v
H
R
T
(
11
3
aT 3 +
3
2
ρk
mp
1 +Xnuc
4
)
. (1.49)
Notare che non compare il termine di degenerazione perche´ la pressione di
degenerazione non ha un’entropia associata.
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Figura 1.12: Profili di densita` e temperatura per un disco di accrescimento
con trasporto di neutrini con M˙ = 0.1, 1, 10M (linee piu´ scura tratteg-
giata lunga, linea solida e linea tratteggiata breve) e profili di densita` e
temperatura tratti da [6](linea piu´ chiara). Figure tratte da [1].
Abbiamo quindi un sistema di equazioni che si possono risolvere per via nu-
merica al fine di trovare i profili di densita` e temperatura (fig. 1.4). Si noti
che a larghi raggi questi profili coincidono con quelli che sono stati trovati in
[6] dove si considerava il raffreddamento di neutrini senza pero` tener conto
del fatto che il disco potesse essere otticamente spesso rispetto ai neutrini;
questo e´ dovuto al fatto che nel disco esterno il raffreddamento e´ domina-
to dall’avvezzione dato che la temperatura e la densita` sono ancora troppo
basse perche´ il raffreddamento via neutrini sia efficace. A raggi piu´ piccoli
invece il cooling da neutrini diventa efficace e quindi i due modelli incomin-
ciano a differenziarsi. Notare il cambio netto di pendenza che avviene a circa
100 raggi di Swarzchild dall’oggetto centrale; questo e´ dovuto all’improvviso
inizio della fotodisintegrazione.
1.5 Modello di Blandford-Znajek
1.5.1 Campo magnetico di un Buco Nero.
In questa sezione presentiamo un modello per la magnetosfera intorno ad
un buco nero con disco d’accrescimento seguendo la presentazione di que-
st’argomento fatta in [19]. Lo scopo e´ quello di ricavare per un buco nero
l’equivalente dell’Equazione delle Pulsar e di discutere come questa implichi
trasporto di energia e di momento angolare verso l’infinito.
Cominciamo col discutere, in termini qualitativi, che cosa voglia dire par-
lare di campo magnetico di un buco nero. Un buco nero isolato e privo
di carica elettrica non puo` possedere un suo proprio campo magnetico, ed
29
Figura 1.13: Struttura del campo magnetico attorno ad un buco nero dotato
di disco d’accrescimento. Figura tratta da [19].
e´ estremamente improbabile che in una situazione astrofisica un buco nero
riesca ad accumulare una carica elettrica significativa. D’altra parte bisogna
considerare il fatto che in astrofisica un buco nero non sara` isolato ma ge-
neralmente possedera` un disco d’accrescimento e quindi il campo magnetico
potrebbe venire creato da correnti che sono sul disco. Quando un elemento
di materia si stacca dal disco per accrescere sul buco nero portera` con se,
per il congelamento del campo magnetico, anche le linee di campo; quando
l’elemento di materia passa l’orizzonte degli eventi il buco nero avra` due
linee di campo di polarita` opposta che dal buco nero vanno verso il disco
(chiaramente le correnti che generano tali linee sono sul disco perche´ quello
che avviene dentro l’orizzonte degli eventi non influenza lo spazio esterno).
Noi assumiamo condizioni di stazionarieta` e di simmetria assiale, inoltre si
presume che per la precessione di Lense-Thirring il disco si trovi sul piano
equatoriale del buco nero; quale sara` la configurazione del campo magnetico
in questo caso?
Consideriamo la superficie A in figura 1.13 e applichiamo la legge di
Faraday-Neumann-Lenz:
d
dt
∫
A
~B · ~A = −c
∮
α~E · d~l. (1.50)
Dove α e´ una quantita` funzione della posizione che appare quando scri-
viamo le equazioni di Maxwell in geometria non euclidea. L’integrale a
secondo membro si estende su una linea che giace nel disco, per cui vale la
magnetoidrodinamica ideale:
~E +
~v ∧ ~B
c
= 0, (1.51)
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sostituendo otteniamo:
d
dt
∫
A
~B · ~A =
∮
α~v ∧ ~B · d~l (1.52)
Notare che ~v ha solo componente radiale e tangenziale e, poiche` la parte
tangenziale non contribuisce all’equazione di cui sopra, questo implica che
la variazione di flusso attraverso A puo` essere dovuta solo all’avvezzione di
flusso magnetico congelato attraverso il perimetro del disco.
Una linea di campo magnetico attaccata a materia che cade sul buco nero
puo` allora avere tre diversi destini: puo` rientrare nel disco tramite un’insta-
bilita` magnetoidrodinamica detta di scambio (analoga all’instabilita` idro-
dinamica di Rayleigh-Taylor); puo` passare l’orizzonte degli eventi sotto la
spinta della pressione delle linee di campo del disco; puo` annichilirsi in se-
guito alla dissipazione ohmica che sopraggiunge quando una linea di campo
si trova nel vuoto e si richiude su se stessa per via della tensione magnetica
non controbilanciata dall’inerzia della materia.
Consideriamo poi le linee che partono dai poli del buco nero e che si esten-
dono fino a grande distanza; queste linee bucano per forza la superficie A
e, grazie alla (1.52) sappiamo che queste linee possono varare solamente in
seguito ad accrescimento di materiale con campo magnetico congelato che, a
seconda della polarita` diminuira` o accrescera` il campo preesistente. In gene-
rale questo sara` un fenomeno stocastico e dara` vita ad un campo magnetico
non nullo.
Il campo magnetico sara` allora diviso in due zone: quella vicino al piano
equatoriale dominato da fenomeni transienti ed una zona, quella vicino ai
poli, in cui il campo sara` piu´ ordinato. Per semplicita` si assumera` che an-
che il campo magnetico vicino all’equatore sia stazionario; questo significa
essenzialmente ignorare i fenomeni transienti mediando sul tempo.
Assumiamo inoltre che esistano abbastanza cariche libere di modo da rendere
equipotenziali le linee di campo magnetico e quindi rendere vera l’espressio-
ne:
ρ ~E +
~j ∧ ~B
c
= 0. (1.53)
Questa situazione si puo` raggiungere in due regimi: il regime di separazione
di carica in cui le cariche di un segno prevalgonono (questo succede nella
magnetosfera di una pulsar) o il regime di quasi neutralita` in cui n+ ≈ n−.
Nel caso delle pulsar era impossibile trovarsi in regime di quasi-neutralita`.
L’unico meccanismo possibile per contrastare la caduta delle cariche sulla
stella per via della forza gravitazionale ed elettrica era infatti il gradiente
di pressione; questo pero` richiedeva temperature elevate che, dato l’elevato
campo magnetico di una pulsar (B ∼ 1012Gauss) non potevano essere man-
tenute per via delle forti perdite radiative. Nel caso di un buco nero pero` il
campo magnetico all’esterno e´ molto minore (Bequipartizione ∼ 104Gauss )
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e quindi le perdite radiative saranno 1016 volte minori ed e´ quindi possibile
mantenere la separazione di carica.
1.5.2 L’equazione dei buchi neri.
In questa sezione assumiamo unita` tali che G = c = 1. Esprimiamo il
momento angolare del buco nero attraverso la formula J = aM , dove 0 ≤
a ≤ M indica il momento angolare specifico e M e´ la massa del buco nero.
Notare che per a = 0 ritroviamo il buco nero non rotante e quindi il buco
nero di Schwarzchild. Non utilizziamo inoltre una descrizione esplicitamente
covariante bens´ı la cosiddetta descrizione 3+1. La metrica che si adotta per
fare i conti e´ la metrica di Boyer-Lindquist; in questa metrica gli osservatori
non sono fermi rispetto al buco nero, ma si muovono con velocita` −~β =
−βφeˆφ poiche` dato che il buco nero ruota trascinando con se lo spazio tempo
non e´ possibile avere osservatori fermi. La metrica si scrive:
ds2 = −α2dt2 + gjk(dxj + βjdt)(dxk + βkdt), (1.54)
dove α e´ detta funzione di ritardo perche´ essa descrive il fatto che il tempo
proprio dτ degli osservatori scorre piu´ lentamente del tempo universale t, in
particolare vale dτdt = α. Introduciamo le seguenti definizioni:
∆2 ≡ r2 + a2 − 2Mr, ρ2 ≡ r2 + a2cos2θ, (1.55)
Σ2 ≡ (r2 + a2)2 − a2∆2sen2θ, ω = Σ
ρ
senθ, (1.56)
con cui scriviamo i coefficienti della metrica;
α =
ρ
Σ
∆; (1.57)
βr = βθ = 0, βφ = −2aMr
Σ2
; (1.58)
grr =
ρ2
∆2
, gθθ = ρ2, gφφ = ω2, (1.59)
e tutti gli altri coefficienti della metrica sono nulli. Notare che tutti i coeffi-
cienti della metrica sono indipendenti da t e da φ dato che la metrica descrive
una situazione stazionaria e a simmetria assiale, inoltre se poniamo a = 0
ritroviamo giustamente la metrica di Schwarzchild. Notare che la lunghezza
della circonferenza centrata sull’asse di raggio r vale 2piω.
Assumiamo che i campi magnetico ed elettrico siano misurati dagli osser-
vatori locali, questo introduce delle variazioni nella scrittura delle equazioni
di Maxwell. Per prima cosa ciascun osservatore esprimera` il tempo non
nel tempo universale ma nel suo tempo proprio, per evitare questa compli-
cazione riscriviamo le equazioni di Maxwell nel tempo universale t, il che
introdurra` il fattore:
dτ
dt
= α. (1.60)
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Inoltre quando calcoliamo le derivate di E e B consideriamo il valore dei
campi in punti diversi e quindi gli osservatori che fanno queste misure sa-
ranno in moto relativo e questo implica delle altre variazioni nelle equazioni
di Maxwell. Il calcolo esatto da:
∇ · ~E = 4piρe (1.61)
∇ · ~B = 0 (1.62)
∇∧ (α~E) = −∂
~B
∂t
− ω£m ~B + ( ~B · ∇ω)~m (1.63)
∇∧ (α~B) = 4piα~j + ∂
~E
∂t
+ ω£m ~E − ( ~E · ∇ω)~m (1.64)
dove ρe e´ la densita` di carica, ω = −βφ/ω e´ la velocita` angolare degli
osservatori, ~m = ωeˆφ e
£m ~X ≡ (~m · ∇) ~X − ( ~X · ∇)~m (1.65)
e´ la derivata di Lie di ~X lungo ~m. Noi siamo pero` in condizioni di staziona-
rieta` che ci da` ∂/∂t = 0 e di simmetria assiale che ci da` £m ~X = 0. Quindi
le equazioni di Maxwell si riducono a:
∇ · ~E = 4piρe (1.66)
∇ · ~B = 0 (1.67)
∇∧ (α~E) = ( ~B · ∇ω)~m (1.68)
∇∧ (α~B) = 4piα~j − ( ~E · ∇ω)~m. (1.69)
E´ comodo avere anche la scrittura esatta della formulazione integrale della
legge di Faraday-Neumann-Lenz:∮
C(t)
α( ~E + ~v ∧ ~B) · d~l = − d
dt
∫
A(t)
~B · d ~A (1.70)
dove la superficie A(t) varia col tempo cos`ı come il suo contorno C(t).
Il fatto di essere in una geometria non euclidea comporta che anche gli
operatori differenziali non siano quelli che conosciamo di solito:
∇ψ = ∆
ρ
∂ψ
∂r
eˆr +
1
ρ
∂ψ
∂θ
eˆθ +
1
ω
∂ψ
∂φ
eˆφ (1.71)
∇ · ~F = ∆
ρ2ω
(
∂
∂r
(ρωFr) +
∂
∂θ
(
ρωFθ
∆
)
+
∂
∂φ
(
ρ2Fφ
∆
))
(1.72)
∇∧ ~F = ∆
ρ2ω
(
ρ
∆
eˆr
(
∂
∂θ
(ωFφ)− ∂
∂φ
(ρFφ)
))
+
+
∆
ρ2ω
(
ρeˆθ
(
∂
∂φ
ρFr
∆
− ∂
∂r
(ρωFφ)
)
+ ωeˆφ
(
∂
∂r
(ρFθ)− ∂
∂θ
ρFr
∆
))
.
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Figura 1.14: Calcolo di Bφ. Figura tratta da [19].
(1.73)
Ora cominciamo con la deduzione vera e propria dell’equazione dei buchi
neri. Applichiamo la (1.68) sulla superficie della calotta in figura 1.14:∫
(∇∧ (α~E)) · d ~A =
∮
C
α~E · d~l =
∮
C
αEφds = 2piαEφω = 0 (1.74)
dove abbiamo usato simmetria assiale e stazionarieta`. Quindi Eφ = 0 ed il
vettore campo elettrico sara` solo poloidale. Scriviamo l’analogo per il campo
magnetico utilizzando la (1.69) e integrando sul cerchio in figura 8.7:∫
(∇∧ (α~B)) · d ~A =
∮
C
α~B · d~l =
∮
C
αBφds = 2piαBφω = 4piI. (1.75)
dove I e´ la corrente che fluisce attraverso il cerchio:
I ≡
∫
α~j · d ~A. (1.76)
Notare che qui compare α perche´ mentre ~j e´ il flusso di carica per unita` di
tempo proprio, α~j e´ il flusso di carica per unita` di tempo universale. Notare
inoltre che invece che integrare sulla calotta abbiamo integrato sul cerchio,
ma questo per il campo magnetico non cambia nulla perche´ vale ∇ · ~B = 0.
Troviamo cos`ı:
Bφ =
2I
αω
(1.77)
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Sappiamo cos`ı le componenti toroidali di tutte e due i campi e ci rimane solo
da trovare la componente poloidale. Notiamo pero` che avevamo imposto che
la forza di Lorentz si annullasse e quindi da l´ı segue ~E · ~B = 0 e poiche` Eφ = 0
possiamo scrivere:
~E = −heˆφ ∧ ~B. (1.78)
Utilizziamo ora la (1.70) per scrivere:
~E = −veˆφ ∧ ~B, (1.79)
dove v e´ una velocita` che poi dovremo specificare. Comunque sappiamo gia`
che essa e´ una velocita` rispetto ai nostri osservatori e quindi:
v =
ωΩ + βφ
α
≡ ω
α
(Ω− ω) (1.80)
dove Ω e´ la velocita` di rotazione rispetto all’infinito e ω = −βφ/ω e´ la
velocita` angolare degli osservatori. Dovremo allora capire che cosa indica la
velocita` angolare Ω.
Ora sfruttiamo la (1.67) e la simmetria assiale ( ∂∂φ = 0) per scrivere ∇ · ~Bp
dove ~Bp = 0 e´ la parte poloidale di ~B. Possiamo allora scrivere:
~Bp =
∇f ∧ eˆφ
ω
, (1.81)
dove f e´ una nuova quantita` denominata potenziale di Eulero. Quest’espres-
sione soddisfa ∇ · ~Bp = 0 perche´ usando la (1.71):
~Bp = − ∆
ωρ
∂f
∂r
eˆθ +
1
ρω
∂f
∂θ
eˆr, (1.82)
ed utilizzando la (1.72) troviamo:
∇ · ~Bp = ∂
2f
∂θ∂r
− ∂
2f
∂r∂θ
= 0. (1.83)
Il potenziale di Eulero ha un significato fisico immediato: esso e´ difatti,
a parte un fattore 2pi, il flusso magnetico. Consideriamo infatti il flusso
attraverso il cerchio in figura 1.14; questo lo possiamo ottenere integrando
sulla calotta dato che ∇ · ~B = 0. L’elemento di superficie vale:
d ~A =
√
gφφgθθeˆφ ∧ eˆθ = ρωdθdφeˆr (1.84)
e quindi: ∫
~B · d ~A =
∫
Brρωdθdφ = 2pi
∫
∂f
∂θ
dθ = 2pif (1.85)
dove abbiamo utilizzato la (1.82). Allora f rappresenta in effetti il flusso
magnetico.
Utilizzando la (1.81) all’interno della (1.79) troviamo:
~E = −Ω− ω
α
∇f. (1.86)
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Vogliamo ora dimostare che la velocita` angolare Ω e´ funzione solamente di f .
Consideriamo un circuito C fermo nello spazio, questo circuito localmente
si muovera` rispetto ai nostri osservatori con velocita` ~v = βφeˆφ. Utilizziamo
ora la (1.70) notando che il membro di destra di quest’equazione si annulla
per via della stazionarieta` del problema:∮
C
(
~E +
βφ
α
eˆφ ∧ ~B
)
· αd~l = 0. (1.87)
Sfruttiamo ora la (1.86) e l’espressione di βφ per scrivere:∮
C
Ω∇f · d~l = 0. (1.88)
Notare che per ricavare questa non abbiamo fatto nessuna supposizione sulla
forma del circuito C, quindi questa dev’essere vera per qualsiasi circuito
immobile. Deve esistere allora un potenziale Ψ tale che:
∇Ψ = Ω∇f. (1.89)
Questa implica che le curve di livello di f coincidano con quelle di Ψ (i due
gradienti sono paralleli), ma questo implica a sua volta che Ω abbia le stesse
curve di livello di f e quindi:
Ω = Ω(f), (1.90)
che implica che Ω sia costante sulle superfici magnetiche (figura 1.15). Allora
Ω sara` la velocita` delle superfici magnetiche e dipendera` dal potenziale f .
Notare che le linee di campo magnetico sono ancorate sul disco, quindi in
generale, mi aspetto che la velocita` Ω sia collegata alla velocita` di rotazione
del materiale sul disco.
Ricordiamo che vale la (1.53) e questa puo` essere riscritta eliminando ~E:(
~j − ρeω
α
(Ω− ω)eˆφ
)
∧ ~B = 0 (1.91)
da cui possiamo ricavare un’espressione per ~j:
~j =
ρeω
α
(Ω− ω)eˆφ + κ~B, (1.92)
cioe` la densita` di corrente avra` una componente azimutale ed una κ lungo
il campo magnetico. Vogliamo allora trovare quanto vale la componente
di ~j lungo ~B. Imponiamo allora l’equazione di conservazione della carica
ricordandoci che siamo in regime stazionario:
∇ ·~j = ~B · ∇κ = 0, (1.93)
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Figura 1.15: Superficie magnetiche sulle quali Ω = cost.. Figura tratta da
[19].
dove abbiamo utilizzato che ∇ ·
(
ρeω
α (Ω− ω)eˆφ
)
= 0 (perche´ in simmetria
assiale nessuna quantita` dipende da φ) e la (1.67). Notare che sempre per
la simmetria assiale ∂κ∂φ = 0 e quindi:
~B · ∇κ = ~Bp · ∇κ (1.94)
Notare allora che ∇κ e´ un vettore puramente poloidale perpendicolare a ~Bp
esattamente come ∇f e quindi i due sono paralleli; di conseguenza posso
scrivere:
κ = κ(f) (1.95)
Se consideriamo ora un elemento di superficie d ~A avremo per il flusso ma-
gnetico e la corrente attraverso questo elemento di superficie:
δF = 2pi∇f · d ~A (1.96)
δI = 2piκ(f)∇f · d ~A. (1.97)
E combinando le due equazioni qui sopra:
κ =
dI
dF
=
1
2pi
dI
df
. (1.98)
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Ora che sappiamo κ possiamo scriverci l’epressione completa per ~j:
~j =
ρeω
α
(Ω− ω)eˆφ + dI
df
~B
2piα
. (1.99)
Ora utilizziamo la componente φ dell’equazione (1.69) per ricavare l’equa-
zione dei buchi neri. Inseriamo in quella la (1.82) e la (1.73):
(∇ ∧ α~B)φ = −∆
ρ2
(
∂
∂r
(
∆α
ω
∂f
∂r
)
+
∂
∂θ
(
α
∆ω
∂f
∂θ
))
= −ω∇ ·
(
α∇f
ω2
)
.
(1.100)
Il secondo membro della (1.69) si puo` scrivere come:
4piα~j = (∇ · ~E)(Ω− ω)ω + dI
df
4I
αω
. (1.101)
La divergenza del campo elettrico la otteniamo utilizzando nella (1.72) la
(1.86):
∇ · ~E = −∇ ·
(
Ω− ω
α
∇f
)
. (1.102)
Troviamo mettendo insieme queste due ultime equazioni un’equazione per
f che viene denominata equazione dei buchi neri :
∇ ·
(
α
ω2
(
1− (Ω− ω)
2ω2
α2
)
∇f
)
+
Ω− ω
α
dΩ
df
(∇f)2 + 4
αω2
I
dI
df
= 0.
(1.103)
Notare che questa e´ un’equazione del second’ordine di tipo ellittico. Que-
st’equazione non e´ pero` ancora stata risolta e quindi non discutiamo qui il
problema delle condizioni al contorno necessarie.
1.5.3 Trasporto di energia e momento angolare.
Mostreremo in questa parte che la (1.103) implica trasporto di energia e
momento angolare all’infinito.
Ogni osservatore locale vede un flusso di energia in direzione radiale dato
dalla componente radiale del vettore di Poynting ~FE = c ~E ∧ ~B/4pi ed un
flusso di momento angolare dato da rsenθMrφ dove M e´ il tensore degli
sforzi di Maxwell. Notare che questo flusso non e´ nullo perche´ pur essendo
Eφ = 0 vale Bφ 6= 0. Questi flussi pero` sono calcolati rispetto alle coordi-
nate dell’osservatore locale, definiamo allora dei nuovi vettori per il flusso
d’energia e momento angolare:
~FE =
1
4pi
(
α~E ∧ ~B − ω( ~E · ~m) ~E − ω( ~B · ~m) ~B + ω
2
(E2 +B2)~m
)
(1.104)
~FL =
1
4pi
(
(− ~E · ~m) ~E − ( ~B · ~m) ~B + 1
2
(E2 +B2)~m
)
(1.105)
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dove ~FL e´ il flusso di momento angolare per unita` di superficie e tempo
assoluti ed ~FE e´ l’analogo per l’energia.
Poiche` ci troviamo in simmetria assiale queste due espressioni si semplificano
dato che ~E · ~m = ~E · ωeˆφ = ωEφ = 0. Ora vogliamo calcolare i flussi di
energia e momento angolari attraverso una sfera di raggio sufficientemente
elevato da contenere sia il buco nero che il disco di accrescimento. In questo
caso d ~A ∝ eˆr e quindi i termini proporzionali a ~m scompaiono:
FEr =
1
4pi
((α~E ∧ ~B)r − ωωBφBr) (1.106)
FLr = −
1
4pi
ωωBφBr, (1.107)
ed utilizzando le (1.71),(1.81), (1.86):
FEr = −
Ωω
4pi
BφBr (1.108)
FLr = −
ω
4pi
BφBr. (1.109)
Notare che i due flussi differiscono solamente per un Ω. Per ottenere i flussi
totali (sopra sono per unita` di superficie) integriamo su tutta la superficie
sferica. Ricordiamo che d ~A = ρωdθdφeˆr e quindi utilizzando le (1.81) e
(1.77):
dE
dt
= −
∫
I(f)Ω(f)df (1.110)
dLz
dt
= −
∫
I(f)df. (1.111)
Ora vogliamo dare una stima di questi flussi anche se, non conoscendo la
soluzione all’equazione dei buchi neri, non conosciamo l’epressione di I(f).
Cominciamo col dimostrare che l’orizzonte degli eventi del buco nero si
comporta come una superficie che ha una resistivita` superficiale di 4pi/c =
377 ohms. Le condizioni al contorno all’orizzonte degli eventi devono essere
tali da dare campi di ampiezza finita e onde solamente entranti (nulla esce
da un orizzonte degli eventi). Denominiamo ~n la normale locale all’orizzonte
degli eventi, si avra` allora:
~E = ~n ∧ ~B, ~B = −~n ∧ ~E. (1.112)
La densita` di corrente ~J necessaria ad annullare un campo magnetico su-
perficiale e´ tale che:
~B =
4pi
c
~J ∧ ~n. (1.113)
Dalla (1.112) vediamo allora che vale:
~E =
4pi
c
~J, (1.114)
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e confrontandola con la legge di Ohm vediamo che la resistenza per unita` di
superficie dell’orizzonte degli eventi e´ RH = 4pi/c = 377 ohms.
Vogliamo ora sfruttare la conoscenza di questa resistivita` superficiale per
stimare la potenza emessa. Consideriamo il circuito PQRL in figura 1.15
che viene assunto fermo nel sistema di riferimento all’infinito. Assumiamo
inoltre che il tratto RL si trovi all’infinito. Integriamo la (1.70) su questo
circuito:
dV ≡
∮
α~E · d~l = −
∮
~β ∧ ~B · d~l, (1.115)
dove si e´ usato il fatto che la velocita` del circuito rispetto ai nostri osservatori
locali e´ ~β. Si vuole utilizzare la prima espressione per calcolare il contributo
sui tratti PQ e LR, ma la seconda per gli altri due tratti. Ricordiamo che ~β
ha solo componente lungo φ e quindi ~β ∧ ~B = ~β ∧ ~Bp e´ un vettore poloidale
perpendicolare a Bp; d~l pero` e´ un vettore poloidale parallelo a Bp per la
definizione di superficie magnetica, allora (~β ∧ ~Bp) · d~l = 0 e quindi gli
integrali lungo QR e LP si annullano. Utilizziamo ora la (1.86) per calcolare
gli integrali lungo PQ e LR e otteniamo:
dV = ΩHdf, (1.116)
dove si e´ usato che w → ΩH quando r → rh, dove ΩH e´ la velocita` del
buco nero definita in modo tale che considerando come momento d’inerzia
del buco nero 2M2rH noi otteniamo per il momento angolare del buco nero
il valore esatto aM . Questa differenza di potenziale incontra una resistivita`
superficiale:
dRH = Rh
dl
2piω
= RH
df
2piω2Br
(1.117)
dove si e´ utilizzata la (1.82) per eliminare dl. Notare che la potenza l´ı dis-
sipata non puo` essere considerata portata all’infinito perche´ la dissipazione
avviene in loco. Ci sara` pero` una resistenza anche lungo RL, che chiameremo
R∞. Dalla (1.86) troviamo la caduta di potenziale all’infinito:
dV∞ = −
∫ L
R
α~E · d~l = Ωdf. (1.118)
e possiamo quindi esprimere la differenza di potenziale ai capi del tratto PQ:
dV − dV∞ = (ΩH − Ω)df. (1.119)
Questa differenza di potenziale passa attraverso la resistivita` superficiale
dRH , e quindi troviamo la corrente come:
IdRH = IRH
df
2piω2Br
= dV − dV∞ (1.120)
e quindi la potenza dissipata sara`:
dP = I2R∞ = IdV∞ =
Ω(ΩH − Ω)
2
ω2Brdf. (1.121)
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Ora per stimare la potenza perduta usiamo queste approssimazioni: Ω ≈
ΩH/2, ω2 = r2H/2 e
∫
df ≈ 2Brr2H ; quindi otteniamo per la potenza:
P ≈ 1045 ergs s−1
(
a
M
M
109M
Br
104 Gauss
)2
. (1.122)
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Capitolo 2
Costruzione di un disco
d’accrescimento superfluido
2.1 Ricerca di superfluidita` nei modelli di GRB
Il nostro obiettivo in questa sezione e´ quello di verificare se in uno dei due
modelli di inner engine presentati nella sezione 1.3 possano essere presenti
fenomeni di superfluidita`, in particolare dei neutroni. Questa nostra ricerca
e´ motivata dal fatto che i dischi di accrescimento che si formano nei GRB
sono caratterizzati da densita` molto alte e che quindi potrebbero esibire su-
perfluidita` dei neutroni cos`ı come succede per esempio all’interno delle stelle
di neutroni. La superconduttivita` dei protoni e´ di principio piu´ difficile da
riscontrare perche´ avviene a densita` piu´ elevate e temperature piu´ basse ri-
spetto ai neutroni ed in particolare alle densita` dei dischi di accrescimento
in questione la materia comincia ad essere neutronizzata.
Come sappiamo la superfluidita` si presenta quando la materia si trova al
di sotto di una certa temperatura Tgap, che viene denominata temperatura
critica. Ad esempio per l’elio a pressione ambientale questa temperatura di
transizione vale circa 2 ◦K. Chiaramente per i neutroni questa non puo` esse-
re determinata sperimentalmente ma deve essere calcolata teoricamente. La
transizione superfluida e´ caratterizzata da una gap nello spettro d’energia
e tale gap determina anche la temperatura di transizione per la manifesta-
zione di fenomeni di superfludita`. Nel caso dei neutroni l’ampiezza di tale
gap dipendera` dai dettagli dell’interazione nucleare; si vede che si crea una
gap per due tipi di accoppiamento neutronico: l’accoppiamento nel canale
1S0 e nel canale 3P2 (notazione spettroscopica). Valori di queste gap, che
dipendono dalla densita` neutronica, sono state calcolate in letteratura per
vari potenziali nucleari; in particolare noi utilizzeremo quelle calcolate in
[10] (figura 2.1). Si nota subito che mentre nel canale 1S0 l’ampiezza della
gap non e´ particolarmente sensibile alla scelta del potenziale, questo invece
non accade per il calcolo di questa nel canale 3P2. Per fare i nostri conti
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Figura 2.1: A sinistra abbiamo la gap relativa ai neutroni con
accoppiamento1S0; a destra abbiamo la gap relativa ai neutroni con ac-
coppiamento 3P2. Per rendere il grafico in unita` piu´ tradizionalmente usate
in astrofisica si usi la conversione: 0.01fm−3 = 1.7 ∗ 1013 g/cm−3. Notare
che k3F = 3pi
2 ρ. Figure tratte da [10].
siamo stati costretti a scegliere un potenziale particolare: abbiamo scelto di
utilizzare le gap calcolate tramite il potenziale Nijmegen II. Notare che il
canale 1S0 ci da` una gap non nulla a densita` piu´ basse rispetto all’altro ca-
nale; alle densita` a cui lavoreremo noi sara` sempre ininfluente il canale 3P2,
quindi la scelta del potenziale nucleare viene ad essere molto poco influente.
Si vede subito come il picco della gap si abbia per una densita` neutronica
dell’ordine dei 1013 g/cm3 e che il suo valore si aggira intorno ai 3MeV .
Direttamente collegato all’ampiezza della gap e´ il valore della temperatura
di transizione dalla fase normale a quella superfluida; per il canale 1S0 vale:
∆ = 1.76 kbTgap, (2.1)
quindi il valore massimo per la temperatura di transizione sara` dell’ordine
di 1010 ◦K. L’espressione della temperatura critica nel canale 3P2 e´ simile:
∆ = 2.4kb Tgap.
Il nostro obiettivo e´ allora quello di confrontare i valori della temperatura
critica (che dipende fortemente dalla densita`) con i profili di disco ricavati
nella sezione 1.4 che sappiamo essere i profili che descrivono correttamente il
disco che si forma all’interno di una collapsar. La speranza e´ quella di riuscire
a identificare qualche tratto del disco che potrebbe presentare superfluidita`.
Notare pero` che le temperature di transizione le conosciamo in funzione
della densita` dei soli neutroni mentre i profili del disco ci danno solamente la
densita` totale. Bisogna quindi trovare un’espressione che colleghi la densita`
totale, cioe` essenzialmente quella dei nucleoni, a quella dei soli neutroni; in
poche parole bisogna trovare il rapporto numerico tra protoni e neutroni.
Un lavoro del genere e´ stato condotto in [11] proprio per le condizioni fisiche
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Figura 2.2: Contour-plot della Ye(T, ρ) di equilibrio nel caso di materia
trasparente ai neutrini (sinistra) e nel caso di materia opaca (destra). Le
figure sono tratte da [11].
che si ritrovano nei dischi di accrescimento con trasporto di neutrini. In
particolare si sono trovate due espressioni per la frazione di protoni Ye =
np/(np + nn) a seconda del fatto che il disco sia o meno otticamente spesso
rispetto ai neutrini. In effetti a noi interessano tutte e due le espressioni dato
che nella parte interna il disco di una collapsar puo` effettivamente divenire
spesso rispetto ai neutrini; l’espressione per atmosfera otticamente fine e´:
Ye(θ, ρ) =
1
2
(
1 +
0.487Q
θ
)(
1 + 1.46
λ3ρ
mpθ3
)−1
, (2.2)
dove θ = kbT
mec2
con me la massa dell’elettrone, Q = (mn − mp) /me con
mn e mp le masse di neutrone e protone, λ = h¯ /mec. Nel caso in cui invece
l’atmosfera sia otticamente spessa rispetto ai neutrini, e quasi tutti questi
vengano riassorbiti prima di uscire, si trova:
3(2Y 0e − Ye)
θ2
ρλ3
mp
= θ log
(
1− Ye
Ye
)
+ Q, (2.3)
dove Y 0e rappresenta la frazione iniziale di protoni.
Notare che questa espressione, a differenza di quella precedente non puo`
essere esplicitata in funzione di Ye. Per i dischi con trasporto di neutrini
la parte piu´ esterna del disco sara` otticamente fine mentre la parte interna
avra` τ > 1 (figura 2.3).
Abbiamo quindi un’espressione per la frazione di protoni (rappresentata
in figura 2.2), e di conseguenza anche di neutroni, presente all’equilibrio.
Quest’equazione non puo` pero` essere applicata immediatamente al disco
di accrescimento; bisogna in effetti dimostrare che la materia riesca effet-
tivamente a raggiungere il β-equilibrio prima di precipitare nel buco nero
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Figura 2.3: Contour-plot che mostra i valori della profondita` ottica di scat-
tering τs(linea tratteggiata) e della profondita` ottica di assorbimento τa (li-
nea solida) al variare del raggio e del tasso di accrescimento per i dischi di
accrescimento con trasporto di neutrini. Figura tratta da [1].
centrale; bisognera` quindi confrontare il tempo di accrescimento del disco,
tacc = r/vr, con il tempo tβ necessario per raggiungere l’equilibrio β . An-
che questa discussione, che qui riportiamo, e´ affrontata con buona generalita`
in [11].
Nella teoria standard dei dischi la velocita` radiale si puo` esprimere come:
ur =
Wrφ
ΩKrS
, (2.4)
dove Wrφ e´ una componente del tensore degli sforzi e vale Wrφ = αc2s; dove
cs = (p/ρ)1/2 e´ la velocita` del suono, ΩK e´ la velocita` angolare kepleria-
na, S(r) = 1 − ( rinr )1/2 ed rin come al solito e´ il limite interno del disco.
Conoscendo la velocita` radiale siamo in grado di scrivere anche il tempo di
accrescimento:
ta(r) =
r
ur
=
S
αΩK
(
H
r
)−2
= 2.9× 10−3S
(
2H
r
)−2 ( α
0.1
)−1 ( r
3rg
)3/2 (
M
M
)
s,
(2.5)
in cui si e´ scelto come raggio tipico 3rg (ricordiamo che il raggio interno di
un disco in una collapsar che e´ coruotante con il buco nero e´ rin ≈ rg).
Sappiamo anche la densita`:
ρ =
M˙ta
4pir2H
≈ 6.6× 1010S M˙32
(
2H
r
)−3 ( r
3rg
)−3/2 (
α
0.1
)−1 ( M
M
)−2
g cm−3
(2.6)
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e il tasso di riscaldamento viscoso:
q˙+ =
3M˙Ω2K
8piH
S ≈ 5.1× 1033 S M˙32
(
2H
r
)−1 ( r
3rg
)−4 (
M
M
)−3
ergs cm−3 s−1.
(2.7)
I dischi di cui ci stiamo occupando hanno un tasso di accrescimento elevato
(M˙ ≥ 0.1M s−1) e di conseguenza anche una densita` tale che i fotoni
sono intrappolati. L’unico meccanismo efficiente di raffreddamento e´ quindi
l’emissione di neutrini; in questo caso si trova cos`ı una temperatura dell’or-
dine dei 1010 ◦K. La densita` d’energia puo` essere stimata chiaramente come
q˙+ta ≈ 38(rg/r)ρc2; ammettendo che l’energia dei neutrini emessi non sia
molto lontana da quella termica kb T si trova allora che per un raffredda-
mento efficiente ogni nucleone dovra` emettere una decina di neutrini, quindi
in questo caso si ha il raggiungimento dell’equilibrio β nel tempo di accre-
scimento. Lontano dal buco nero pero` il disco e´ leggermente piu´ freddo e l´ı
il trasporto di energia avviene soprattutto per via avvettiva. In questo caso
si puo` stimare la temperatura del fluido tramite q˙+ta = 114 aT
4 ≈ 3rg8r ρc2
trovando cos`ı:
kb T ≈ 13ρ1/411
(
r
3rg
)−1/4
MeV. (2.8)
Il tempo di neutronizzazione sara` dato da tn = np/n˙e−p ≈ 70θ−5 s (si
e´ usata l’equazione (2.30) sviluppata all’ordine zero in µ/θ) e questo deve
essere comparato con il tempo di accrescimento:
tn
ta
≈ 70 αΩK
Sθ5
(
H
r
)2
≈ 1.7 × 10−2M˙−5/432
(
r
3rg
) (
α
0.1
)9/4 ( M
M
)3/2
,
(2.9)
ed e´ quindi evidente che nel nostro caso, in cui si ha sempre M˙ ≥ 0.1M s−1,
si raggiunge l’equilibrio β e si possono utilizzare le equazioni (2.2) ed (2.3).
Conoscendo l’espressione di Ye possiamo calcolarci ρn e di conseguenza la
temperatura critica Tgap per la transizione di fase superfluida e confrontarla
con la temperatura del disco in quel punto. Si vede subito che nel caso di
disco otticamente fine rispetto ai neutrini (figura 2.4) siamo decisamente
lontani dalla superfluidita`; in particolare poi lo stesso risultato si ottiene
utilizzando l’espressione di Ye valida nel caso di disco otticamente spesso e
quindi non abbiamo ritenuto particolarmente significativo riportare anche i
grafici relativi.
Siamo quindi decisamente lontani dalla condizione di superfluidita` anche
se ci troviamo a densita` elevate. Il problema e´ essenzialmente che il tasso di
riscaldamento viscoso e´ troppo elevato e conseguentemente la temperatura e´
anch’essa troppo alta. Una soluzione possibile a tale problema poteva essere
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Figura 2.4: Profili dei dischi con trasporto di neutrini (linea tratteggiata)
con tasso di accrescimento rispettivamente di 0.1, 1, 10M s−1 confrontati
con la temperatura di transizione superfluida per i neutroni a quella densita`
(linea solida).
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invocare la degenerazione dei neutroni; sappiamo difatti che la degenerazio-
ne tende ad inibire gli urti, ed in questo caso farebbe diminuire lo scambio
di calore tra i protoni ed i neutroni; poiche` sono soprattutto i protoni ad
esser sensibili alla viscosita`, che si suppone essere di natura magnetoidrodi-
namica, in questo modo il fluido di neutroni potrebbe rimanere piu´ freddo
e magari avere una temperatura al di sotto della temperatura di transizione
superfluida. Abbiamo allora testato la possibile degenerazione dei profili
ricavati nella sezione 1.4 sia nel caso otticamente fine (figura 2.5) che nel
caso otticamente spesso. Ricordiamo che la temperatura di Fermi vale:
TF =
(3pi2)2/3
5kb
h¯2
mn
(
ρ
mn
)2/3
. (2.10)
I profili di disco si dimostrano ben lontani anche dalla degenerazione e quindi
possiamo escludere definitivamente la presenza di fenomeni di superfluidita`
nei dischi con trasporto di neutrini. Notare inoltre che, anche se avessi-
mo trovato una temperatura minore di quella critica, prima di affermare la
presenza di superfluidita` avremmo dovuto controllare che il tempo di tran-
sizione dalla fase normale alla fase superfluida fosse minore del tempo di
accrescimento del disco, altrimenti la materia sarebbe caduta nel buco nero
centrale prima di mostrare fenomeni di superfluidita`.
Abbiamo quindi mostrato che non si trova superfluidita` all’interno dei
modelli a collapsar. Volgiamo quindi la nostra attenzione verso il modello
a binarie di neutroni. In questo caso i dati su cui possiamo lavorare sono
solamente quelli ricavati nel contesto delle simulazioni; cerchiamo in queste
delle zone in cui la densita` totale (a rigore dovremmo utilizzare quella neu-
tronica ma questa sara` comunque una frazione importante di quella totale)
si aggiri intorno ai 1013 ÷ 1014 g/cm3 e la temperatura sia intorno al MeV .
Una situazione del genere si puo` riscontrare nella figura 2.6 tratta da [3]
che descrive le condizioni di temperatura e densita` subito dopo l’inizio di
un merge di stelle di neutroni. In effetti si nota come la temperatura sia
leggermente troppo alta, ma questo non vuol dire necessariamente che non
si possa avere superfluidita`. Sappiamo infatti che la materia nelle stelle di
neutroni e´ in partenza superfluida e mi aspetto quindi che la sua velocita` di
accrescimento sia piu´ bassa di quanto predetto utilizzando una viscosita` con
α = 0.1; minore viscosita` significa minore dissipazione viscosa e quindi i
neutroni si scalderanno meno di quanto predetto dalla simulazione e quindi
con buona probabilita` riusciranno a rimanere al di sotto della temperatura
critica. Notare inoltre che il fatto che i neutroni siano in partenza superfluidi
evita di doverci domandare se il tempo di transizione dalla fase normale a
quella superfluida sia in effetti minore di quella d’accrescimento, dato che in
questo caso la superfluidita` e´ gia` presente in partenza. Questa nostra con-
statazione che i neutroni esibiscono superfluidita` nel disco di accrescimento
che segue un merge di stelle di neutroni e´ la giustificazione per la costru-
zione e l’analisi delle proprieta` di un disco d’accrescimento con componente
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Figura 2.5: Profili dei dischi con trasporto di neutrini (linea tratteggiata)
con tasso di accrescimento rispettivamente di 0.1,1,10M s−1 confrontati
con la temperatura di Fermi per i neutroni a quella densita` (linea solida).
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Figura 2.6: Contour-plot del logaritmo della densita` (g/cm3) e della tem-
peratura (MeV ) dopo 3.503ms dall’inizio di un merge di stelle di neutroni.
Figure tratte da [3].
neutronica superfluida.
2.2 Disco superfluido
Vogliamo considerare un disco caratterizzato da neutroni che si trovano in
condizione di superfluidita`. Assumiamo che i protoni si trovino in uno stato
normale, non superfluido, e che formino, assieme agli elettroni, un plasma
quasi neutro che mostreremo poco piu´ avanti potremo trattare come un flui-
do. Il fluido carico (protoni + elettroni) sara` soggetto alla normale viscosita`
α mentre il superfluido di neutroni sara` invece soggetto ad un accoppiamen-
to con il fluido carico che sara` poi descritto in una sezione dedicata (sezione
2.5).
Alle densita` elevatissime (∼ 1013 g/cm3) che caratterizzano il disco d’ac-
crescimento che si forma in seguito alla distruzione mareale di una bina-
ria di stelle di neutroni, ci aspettiamo che sia i protoni che gli elettroni si
trovino in uno stato degenere. Assumiamo inoltre la neutralita` di carica
ne− − ne+ = np, dove ne− , ne+ , np sono le densita` numeriche rispettivamen-
te di elettroni, positroni e protoni. Sappiamo che le densita` numeriche di
elettroni e positroni le possiamo scrivere come:
n± =
1
pi2h¯3
∫ ∞
0
f±
(√
p2 + 1
)
p2dp (2.11)
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con
f±(x) =
1
exp[(x− µ±)/(kbT )] + 1 =
1
exp[(x± µ)/(kbT )] + 1 (2.12)
dove µ ≡ µ− = −µ+ e´ il potenziale chimico degli elettroni che ha segno
inverso rispetto a quello del positrone perche´ l’equilibrio termico con la ra-
diazione implica µ− + µ+ = 0 (perche´ i fotoni hanno potenziale chimico
nullo). Dall’equazione sopra si vede che in condizioni di degenerazione il
numero di positroni e´ esponenzialmente soppresso rispetto a quello degli
elettroni perche´ vale:
ne+/ne− ≈ exp(−µ/kbT ). (2.13)
Possiamo allora trascurare ne+ nell’equazione per la conservazione di carica,
e vale cos`ı ne = np. In questo modo gli impulsi di Fermi di protoni ed
elettroni saranno uguali; mentre pero` i protoni saranno newtoniani (ε ≈
0.64ρ2/3p,11MeV dove ρp,11 indica che la densita` dei protoni e´ espressa in unita`
di 1011 g/cm3), gli elettroni saranno invece iperrelativistici, con fattore di
Lorentz tipico γe ≈ 46.5ρ1/3p,11. A noi interessa il tempo di scattering tra le
due speci:
τs =
12
pi2
(
h¯c
e2
)2 ( εF
kbT
)2 kFT
ck2F
≈ 2 × 0.14 × 10−19 T−210 ρ5/6p,11 s (2.14)
dove kFT = (4kFmpe2/pih¯2)1/2 ≈ 1.02× 1012ρ1/6p,11 cm−1 e´ il numero d’onda
di schermatura di Fermi-Thomas e kF = pF /h¯ ≈ 0.92× 1012ρ1/3p,11 cm−1 e´ il
numero d’onda di Fermi. Abbiamo scalato le varie grandezze ai valori tipici
che avra` il disco, poiche` ci aspettiamo temperature dei protoni dell’ordine
di T ≈ 1MeV e densita` dei protoni intorno a ρp ≈ 1011 g/cm3. Tutti i
fenomeni che avvengono su un tempo scala τ >> τs e su lunghezze scala
l >> veτs (dove ve ≈ c e´ la velocita` degli elettroni che si trovano in cima
al mare di Fermi) vedranno il nostro plasma come un fluido. Un altra
condizione, poco piu´ restrittiva, per potere considerare il nostro plasma
come un fluido e´ che tutte le lunghezze scala tipiche per la variazione di
quantita` fisiche siano piu´ grandi del raggio di Larmor delle particelle (che e´
uguale per protoni ed elettroni dato che hanno identico impulso di Fermi)
rl ≈ 0.43 × 1010B−115 ρ1/3p,11 cm dove si e´ assunto che il campo magnetico
fosse dell’ordine di 1015Gauss, una frazione del campo d’equipartizione gia`
definito nella sezione 1.3. Notiamo come le nostre condizioni siano facilmente
rispettabili in un disco d’accrescimento in cui i cambiamenti avvengono su
lunghezze scala dell’ordine di rg = 2GMbhc2 .
Il fluido inoltre e´ quasi neutro per tutti i fenomeni su lunghezze scala>> k−1FT
e su tempi scala >> w−1p , dove la frequenza di plasma e´:
ω2p = ω
2
pp+ω
2
pe = 4pinee
2
(
1
mp,eff
+
1
me,eff
)
= 0.86×1021ρ2/3p,11 s−2. (2.15)
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Figura 2.7: Plot della massa effettiva dei nucleoni (m?/m) in funzione della
densita` per β = 0.4 con β = (N − Z)/A. Figura tratta da [20].
Dove me,eff = γeF me e´ la massa effettiva dell’elettrone che differisce dalla
massa normale a causa del fatto che l’elettrone e´ relativistico. Il discostarsi
della massa effettiva del protone dalla massa a riposo e´ invece dovuto alle
interazioni nucleari che diventano importanti a densita` cos`ı alte. La massa
effettiva del protone appare in figura 2.7.
Vogliamo dimostrare che la microfisica del fluido carico (elettroni piu´ pro-
toni) puo` essere trattata come isotropa. Sappiamo che in un disco d’accresci-
mento il campo magnetico viene amplificato fino ad una frazione del campo
d’equipartizione da parte della MRI (Magneto Rotational Instability[13]) e
questo campo chiaramente tendera` a rendere anisotropa la pressione. Vo-
gliamo allora stimare questo effetto di modo da renderci conto se esso e´ o
meno importante. Dalle simulazioni si vede che la pressione magnetica sa-
tura ad una frazione α ≤ 0.1 della pressione del fluido carico; allora il valore
medio del campo Ba sara` Ba = 0.23× 1015 ρ4/3p,11Gauss. L’anisotropia si puo`
considerare piccola quando lo split in energia dei livelli di Landau e´ molto
piccolo se comparato con l’energia di Fermi: h¯wl << εF dove sia la frequen-
za di Larmor che l’energia di Fermi devono essere calcolati separatamente
per elettroni e protoni. Si trova h¯ωL/F = 0.014ρ
−2/3
p,11 B15, 0.27ρ
−2/3
p,11 B15
rispettivamente per elettroni e protoni. Si vede allora che al meglio potrem-
mo essere marginalmente in una situazione di reale isotropia microfisica; cio`
nondimeno, per motivi di semplicita`, continueremo a considerare il fluido
carico come caratterizzato da una pressione scalare.
Abbiamo allora un plasma carico che puo` essere visto come un fluido dege-
nerato quasi neutro e soggetto all’usuale viscosita` α; abbiamo poi un super-
fluido di neutroni che avra` un qualche accoppiamento con il fluido carico,
accoppiamento che pero` data la sua piccolezza potra` essere trascurabile per
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il fluido carico.
Facciamo anche l’ipotesi che il superfluido si trovi ad una temperatura
T << Tgap e quindi trascuriamo la presenza nel superfluido di una com-
ponente normale; questa e´ un’ipotesi standard in letteratura dato che per-
mette che nell’equazioni del moto compaia solo una velocita`, quella della
componente superfluida, mentre a T ∼ Tgap compaiono due velocita`: una
associata alla componente normale del fluido (che scompare per T = 0) ed
una associata alla componente superfluida (che scompare per T = Tgap).
2.3 Equazione per il trasporto di massa
Per prima cosa vogliamo scrivere la solita equazione di trasporto di massa
per un disco sottile. Dobbiamo pero` tenere conto che in questo caso avremo
due fluidi e quindi essenzialmente due flussi di materia:
M˙ = M˙p + M˙n = − 2pir(ρpvprHp + ρnvnrHn). (2.16)
Vediamo che nell’equazione difatti entrano l’accrescimento dovuto al fluido
carico (M˙p, che poi e´ l’accrescimento dei protoni perche´ me << mp) e quel-
lo dovuto invece al superfluido di neutroni (M˙n); vpr e vnr sono le velocita`
radiali dei protoni e dei neutroni che saranno negative perche´ dirette verso
il centro del disco; Hp ed Hr sono le altezze del disco carico e del disco di
neutroni; il segno meno compare cos`ı da avere dei tassi di accrescimento
positivi. Notare che la costante M˙ e´ fissata dall’esterno e si potranno creare
vari profili di disco al variare del tasso di accrescimento totale. Notare che,
mentre M˙ e´ costante a qualsiasi raggio perche´ altrimenti ci sarebbe accumu-
lo di materia entro una certa distanza e questo violerebbe la stazionarieta`,
M˙p e M˙n non sono costanti nel raggio e questa e´ in effetti una novita` nel-
l’ambito della teoria dei dischi d’accrescimento, dato che per la prima volta
si considera un disco fatto da due componenti caratterizzati da moti diversi.
Poiche` il fluido carico e´ soggetto alla solita prescrizione α possiamo imme-
diatamente dare l’espressione della velocita` radiale:
vpr = − 3ν2rR(r) = −
3αpp
2 ρp rR(r)
∣∣∣dvkdr ∣∣∣ , (2.17)
dove pp indica la pressione del fluido carico che dovremo poi collegare alla
densita` tramite un equazione di stato; vK = (GM/r)1/2 e´ la velocita` di
rotazione kepleriana e R(r) = 1− w2K(rin)rin
w2K(r)r
con rin che al solito rappresenta
il limite interno del disco. Come ordine di grandezza si ha che
vpr = −2.88 × 108
(
α
0.1
) (
r
10rg
)−1/2
ρ
1/3
p,11cm/s, (2.18)
dove si e´ usato il fatto che la pressione dominante nel fluido carico sara`
quella degli elettroni degeneri (prossima sezione).
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2.4 Equazioni di stato ed equazione per rapporto
protoni-neutroni
In questa sezione ci occupiamo di dare un equazione di stato per i due fluidi
e poi di stabilire il rapporto tra densita` numerica di protoni e densita` nu-
merica di neutroni.
Abbiamo due tipi di fluidi e quindi dovremo dare due equazione di stato e,
siccome i due fluidi interagiscono molto debolmente tra di loro, in generale
avremo una temperatura per il fluido carico ed una per il superfluido. Co-
minciamo a discutere l’equazione di stato per il fluido carico. I contributi
alla pressione saranno dovuti ai protoni degeneri e newtoniani, agli elettro-
ni degeneri e relativistici ed ai fotoni che sono intrappolati nel fluido. Il
contributo dei positroni sara` invece trascurabile perche´ la pressione di dege-
nerazione scala con n4/3e+ , ma essendo ne+ << ne− il contributo dei positroni
sara` molto minore di quello degli elettroni. Trascuriamo inoltre il contributo
trascurabile alla pressione dovuto ai neutrini che vengono emessi dal fluido:
Pp(ρp, Tp) =
(3pi2)
1
3
4
h¯c
(
ρp
mp
) 4
3
+
(3pi2)
2
3
5
h¯2
mp
(
ρp
mp
) 5
3
+
11
12
aT 4p . (2.19)
Dove abbiamo utilizzato la condizione di neutralita` ne = np. Qui Tp indica
la temperatura del fluido carico, mentre pp e´ la pressione di questo. Nota-
re che al posto del termine usuale 13aT
4
p compare invece
11
12aT
4
p , il termine
aggiuntivo e´ dovuto al fatto che elettroni e positroni non si trovano a tem-
peratura esattamente zero. Notare che alle densita` e temperature che ci
aspettiamo il termine dominante nella pressione sara` quello degli elettroni
degeneri. Una volta data la pressione conosciamo anche l’altezza del disco
che, secondo le equazioni standard della teoria dei dischi di accrescimento,
si esprime come:
Hp =
cs
ΩK
=
(
pp
ρpΩ2K
)1/2
(2.20)
dove cs indica la velocita` del suono.
La pressione dei neutroni, visto che essi si trovano a T << Tgap, sara` sem-
plicemente data dalla pressione di degenerazione per particelle newtoniane:
Pn(ρn) =
(3pi2)
2
3
5
h¯2
mn
(
ρn
mn
) 5
3
. (2.21)
Anche in questo caso possiamo allora conoscere l’altezza del disco formato
dai neutroni:
Hn =
cs
ΩK
=
(
pn
ρnΩ2K
)1/2
(2.22)
Ora che abbiamo discusso le equazioni di stato per i due fluidi vogliamo
invece occuparci del rapporto neutroni/protoni. Le espressioni calcolate in
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[11] ed utilizzate nella sezione 2.1 non si applicano a questo caso perche´ de-
scrivono una diversa situazione fisica.
Noi dovremo imporre l’equilibrio β tenendo conto che sia protoni che neutro-
ni mostrano degenerazione e quindi avremo Pauli-blocking; dovremo inoltre
tenere conto che le due diverse specie di particelle vengono avvette verso il
centro del disco con velocita` radiali diverse vpr e vnr. I processi che entrano
nell’equilibrio β sono:
n + e+ → p + νe (2.23)
p + e− → n + νe (2.24)
n → p + νe + e− (2.25)
n + νe → p + e− (2.26)
p + e− + νe → n (2.27)
p + νe → n + e+ (2.28)
e i rispettivi rate si possono esprimere in funzione delle funzioni di distribu-
zione ([12]):
Γne+→pν¯e = K1
∫ ∞
Q/c+mec
dp
{√
(pc−Q)2 −m2ec4(pc−Q)×
p2
(epc−Q+µe)/kbT + 1
[1− fνe(p)]
}
(2.29)
Γpe−→nνe = K1
∫ ∞
0
dp
{√
(pc+Q)2 −m2ec4(Q+ pc)×
p2
(epc+Q+µe)/kbT + 1
[1− fνe(p)]
}
(2.30)
Γn→pν¯ee− = K1
∫ Q/c−mec
0
dp
{√
(pc−Q)2 −m2ec4(Q− pc)×
p2
(epc−Q+µe)/kbT + 1
[1− fνe(p)]
}
.
(2.31)
Γnνe→pe− = K1
∫ ∞
0
dp
{√
(pc+Q)2 −m2ec4(pc+Q)×
p2
(epc+Q+µe)/kbT + 1
fνe(p)
}
(2.32)
Γpe−νe→n = K1
∫ Q/c−mec
0
dp
{√
(pc−Q)2 −m2ec4(Q− pc)×
p2
(epc−Q+µe)/kbT + 1
fνe(p)
}
(2.33)
Γpνe→ne+ = K1
∫ ∞
Q/c+mec
dp
{√
(pc−Q)2 −m2ec4(Q− pc)×
p2
(epc−Q+µe)/kbT + 1
fνe(p)
}
(2.34)
dove fνe(fνe) e´ la funzione di distribuzione degli antineutrini (neutrini),
Q = (mn − mp)c2 = 1.29MeV e il fattore di normalizzazione K1 =
G2F (1 + 3gA)c/(2pi
3h¯3) ' (1.636τn)−1 dove GF e´ la costante di accop-
piamento di Fermi, gA la costante di accoppiamento del vettore assiale e
τn ' 885.7 ± 0.8 s e´ la vita media del neutrone. Notare che per utilizza-
re queste equazioni bisognerebbe specificare la funzione di distribuzione dei
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neutrini e degli antineutrini. Nel caso in cui questi non siano pero` forte-
mente intrappolati nella materia si possono trascurare le reazioni in cui i
neutrini o gli antineutrini compaiono nel membro di sinistra[12] (essenzial-
mente si pone fνe,νe = 0 ). Questi rate (figura 2.4), in condizioni di materia
non degenere, vanno moltiplicati per la densita` di protoni o neutroni cos`ı da
ottenere il numero di reazioni per unita` di tempo e volume; nel nostro caso
pero` devono essere invece moltiplicati per dei fattori che tengano conto del
Pauli-blocking ([14]):
ηnp =
∫ 2d3p
(2pi)3
Fn(E)[1− Fp(E)] (2.35)
ηpn =
∫ 2d3p
(2pi)3
Fp(E)[1− Fn(E)] (2.36)
dove F(E) rappresenta la distribuzione di Fermi-Dirac. Notare che i due
fattori ηnp ed ηpn si riducono rispettivamente ad nn ed np in condizioni di
non degenerazione.
Se non ci fosse avvezzione, imponendo la stazionarieta` (∂np∂t = 0 ), l’equa-
zione per la variazione del numero di protoni sarebbe:
ηnpΓne+→pν¯e + Γn→pν¯ee
− − ηpnΓpe−→nνe = 0. (2.37)
Abbiamo pero` un termine avvettivo per i protoni dato da∇·(npvpr) che nelle
coordinate cilindriche in cui ci troviamo si puo` scrivere come 1r
∂
∂r (rvprnp) ed
aggiunto alla (2.37) ci da` la nostra equazione che lega il numero dei neutroni
a quello dei protoni:
ηnp(Γne+→pν¯e + Γn→pν¯ee−)− ηpnΓpe−→nνe −
1
r
∂
∂r
(rvprnp) = 0. (2.38)
2.5 Velocita` radiale dei neutroni
In questa sezione ci occuperemo di capire quale sia la velocita` radiale dei
neutroni; velocita` radiale che deriva dall’interazione del superfluido di neu-
troni con il fluido carico ed in particolare con i protoni.
Il nostro punto di partenza e´ l’equazione di Eulero stazionaria ( ∂∂t = 0) per
un superfluido di neutroni([15]):
(~vn · ~∇)~vn+ ~∇µn+ ~∇φ = ρnp
ρn
(~vp−~vn)×~ωn+ ~Fmf+ 1
ρn
(~∇×~λn)× ~ωn, (2.39)
dove µn indica il potenziale chimico del superfluido e φ il potenziale gravi-
tazionale (noi, come al solito, consideriamo solo quello dovuto al buco nero,
si assume cioe` Mdisco << Mbh); il termine proporzionale a ρnp e´ il termi-
ne d’interazione tra protoni e neutroni, nel limite T << Tgap in cui noi ci
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Figura 2.8: (a) Contour-plot di log10(Γpe−→nνe/s). (b)Contour-plot di
log10(Γne+→pνe/s).Si e´ posto ηe = µe/(kbT ). Figura a colori nella versione
elettronica e tratta da [12].
troviamo vale ([15]) ρnp =
m?n−mn
m?n
ρn, ρpn =
m?p−mp
m?p
ρp, dove m?p,n indica la
massa effettiva di protoni o neutroni. La massa effettiva in queste condizioni
di alta densita` e´ stata calcolata in letteratura ([20]) ed e´ rappresentata in
figura 2.7. Si vede che vale m?n,p ≤ mn,p e questo implica che ρnp, ρpn ≤ 0, il
che sara` importante in seguito. ~ωn = ~∇× ~vn e´ la vorticita` del superfluido
di neutroni, ma noi abbiamo un disco in equilibrio quasi-kepleriano (perche´
vnr << vk e la forza radiale dominante e´ la gravita`) e quindi vale ~ωn = 12ωkzˆ
dove abbiamo esplicitato il fatto che la velocita` angolare kepleriana e´ diretta
lungo l’asse z.
~Fmf descrive invece l’interazione tra elettroni e protoni e la sua espressione
e´ data da ([16]):
~Fmf = −B2n
[(
ρnn
ρn
~vn +
ρnp
ρn
~vp +
1
ρn
~∇× ~λn − ~ve
)
× ~ωn
]
+
−Bn
{
~ωn ×
[(
ρnn
ρn
~vn +
ρnp
ρn
~vp +
1
ρn
~∇× ~λn − ~ve
)
× ω̂n
]}
,
(2.40)
doveBn e´ un coefficiente adimensionale che puo` essere espresso in una manie-
ra abbastanza semplice ([18]): Bn = 0.0034× ρpρn
(
ρpp
ρp
) 1
2
(
ρpn
ρpp
)2 ( ρp
1011gcm−3
) 1
6 ,
dove ρpp = ρp − ρnp, ρnn = ρn − ρnp, ~ve = ~vp e´ la velocita` degli elettroni
e abbiamo scalato la densita` dei protoni a 1011 g/cm3 che e´ il valore tipico
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che ci aspettiamo. Compare anche la grandezza λn che si esprime ([15]):
~λn =
2mn
h
εn
[
1− 1
2 lg(dn/ζn)
]
ω̂n− 14pi
(
mpc
e
)2(ρnp
ρpp
)2
~ωn− 14pi
(
mpc
e
)2(ρnp
ρpp
)[
~ωp +
(
mpc
e
)
~B
]
,
(2.41)
dove ξn = h¯vFn1.75pikbTgap ≈ 0.51 × 10−11
(
mn
m?n
)
ρ
1/3
n,13
(
109K
Tgap
)
cm con vFn che
indica la velocita` di Fermi dei neutroni; ~B indica invece il campo magnetico
presente nel disco; dn =
(
h
2
√
3mnΩk
)1/2 ≈ 8.7 × 10−4 ( r10rg )3/4 cm indica la
spaziatura tra i vortici di neutroni e poiche` dn << rg possiamo trascurare
questa spaziatura nella struttura del disco. εn ≈ pi h24m2nρnln
(
dn
ξn
)
≈ 0.357×
107ρn,13.
A noi interessa la componente lungo la coordinata φ di quest’equazione,
ricordiamo pero` che, poiche` la nostra geometria e´ a simmetria azimutale
(stiamo considerando un disco), vale ∂∂φ = 0; in questo modo scompaiono i
termini con i gradienti e rimangono solamente 4 termini:
vnr
r
∂
∂r
(rvk) =
ρnp
ρn
(vnr − vpr)12ωk + Fmf,φ +
1
ρn
∂λn,φ
∂z
1
2
ωk, (2.42)
dove abbiamo usato che vnz = 0 (non si hanno moti lungo z nel disco),
~ωn = 12ωkzˆ e l’epressione del rotore in coordinate cilindriche. Ora vogliamo
dimostrare che gli ultimi due termini di quest’espressione possono essere
trascurati, vediamo quindi di stimare gli ordini di grandezza dei vari termini
che compaiono. Come stima del campo magnetico utilizziamo il campo
di equipartizione B =
√
8piρc2 ≈ 2.51 × 1016ρ5/6n,13Gauss. Per stimare le
derivate utilizziamo invece ∂∂r ∼ 1r e ∂∂H ∼ 1H . Utilizziamo poi il fatto che
vnr << vpr che e´ un’ipotesi plausibile e verificata a posteriori. Troviamo
cos`ı:
1
ρn
∂λn,φ
∂z
1
2
ωk ∼ 0.9 × 103
(
r
10rg
)−5/2
cm/s2 (2.43)
Fmr,φ ≈ 7.34×104ρ2/3p,11ρ1/6n,13
(
α
0.1
)(
r
10rg
)−2 (
ρpn/ρp
1
)2(ρpp
ρp
)1/2
cm/s2
(2.44)
ρnp
ρn
(vnr−vpr)12ωk ≈ 2.16×10
9
(
α
0.1
)(
ρp
1011
)1/3( r
10rg
)−2 (
ρnp/ρn
0.01
)
cm/s2
(2.45)
Dove abbiamo utilizzato anche che 1100
ρpn
ρp
∼ ρnpρn ∼ 1100 e
ρpp
ρp
∼ 1. Allo-
ra possiamo trascurare i due termini sensibilmente piu´ piccoli e la nostra
equazione si riduce cos`ı a:
vnr = −ρnp
ρn
vpr
1− ρnpρn
; (2.46)
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e siccome ρnp e´ negativo allora i neutroni tenderanno anche loro a cadere ver-
so il buco nero con una velocita` vnr ∼ 1100vpr e quindi molto piu´ lentamente
rispetto al fluido carico.
2.6 Equazioni per il cooling
In questa sezione ci occupiamo di scrivere le equazioni per il cooling dei
due fluidi. Avremo in tutti e due i fluidi un termine di riscaldamento
dovuto alla dissipazione viscosa, termine standard nella teoria dei dischi:
q+p,n =
3GMbhM˙p,n
8pir3
R(r) con il tasso d’accrescimento che sara` quello dei pro-
toni o dei neutroni a seconda del fluido per cui stiamo calcolando il termine
di riscaldamento. Il raffreddamento del fluido avverra` in tutti e due i casi
tramite emissione di neutrini; tenendo conto del fatto che, essendo le densita`
elevate, il fluido in questione potrebbe essere otticamente spesso rispetto ai
neutrini utilizzeremo l’espressione (1.45). Nel bilancio termico per il fluido
carico comparira` anche un termine dovuto all’avvezzione del gas di fotoni
che e´ intrappolato nel fluido carico: qadv = vpr
Hp
r
11
3 a T
4
p (notare che non ci
sono contributi dalle altre specie perche´ elettroni, protoni e neutroni sono
in regime di degenerazione con T << Tdeg).
Esiste pero` la possibilita` che il superfluido di neutroni interagisca con la
nube di neutrini emessa dal fluido carico e viceversa. Vogliamo allora di-
mostrare che lo scambio di energia tra la nube di neutrini emessi dal fluido
carico con i neutroni puo` essere trascurata; bastera` dimostrare che l’energia
scambiata e´ molto minore del tasso di dissipazione viscosa del superfluido.
Consideriamo il parametro Compton y = 4 kbT
mnc2
τ (utilizziamo l’equivalenza
tra il nostro problema d’interazione neutroni-neutrini con il problema del-
l’interazione elettroni-fotoni nei processi Compton quando gli elettroni sono
newtoniani), esso varra`:
y ' 3.6×10−3
7.57T 2n,10ρ4/3n,13
(
r
10rg
)3/2
+ 0.26× 10−5T 5n,10ρ1/3n,13
(
r
10rg
)3/2 ,
(2.47)
dove rg = 2GMbhc2 e abbiamo scalato alle quantita` tipiche; abbiamo dimostra-
to che in effetti vale y << 1 in generale (l’espressioni di τ sono quelle date
nella sezione 1.4). In generale la quantita` d’energia scambiata tra neutroni
e neutrini sara` Eneutrini ∗ (ey − 1) ' Eneutrini ∗ y, quindi l’energia scambiata
per unita` di tempo e volume sara` q = yq−p dove q−p e´ l’energia emessa in
neutrini per unita` di tempo e volume dal fluido carico. Assumiamo di po-
ter trascurare l’interazione del fluido carico con la nube di neutrini emessa
dai neutroni, siamo allora in grado di scrivere l’equazione per il bilancio
energetico per il fluido carico:
q+p =
3GMM˙p
8piR3
= q−p + qadv, (2.48)
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q−p =
∑
i
(7/8 σ T 4p )
(3/4)(τνi/2 + 1/
√
3 + 1/(3τa,νi))
(2.49)
qadv = vpr
Hp
r
11
3
a T 4p . (2.50)
Sappiamo allora che in generale sara` valida q−p ≤ q+p d’altra parte dalla di-
scussione fatta nella sezione precedente ci aspettiamo anche q+n ∼ q+p (perche´
vpr ∼ 100vnr, ma ρn ∼ 100ρp) e di conseguenza q = yq−p << q−p ≤ q+p ∼ q+n ,
quindi possiamo trascurare l’interazione tra i neutroni e la nube di neutri-
ni emessi dai protoni e possiamo quindi scrivere l’equazione per il bilancio
energetico dei neutroni:
q+n =
3GMM˙n
8piR3
=
∑
i
(7/8 σ T 4n)
(3/4)(τνi/2 + 1/
√
3 + 1/(3 τa,νi))
. (2.51)
2.7 Risultati
Abbiamo ottenuto un sistema chiuso con le equazioni (2.16),(2.17), (2.19),
(2.20),(2.21),(2.38),(2.46),(2.48),(2.51) che abbiamo risolto per via numerica
tramite il programma Mathematica. Notare che il nostro sistema ha due
parametri che si possono variare: uno e´ il tasso di accrescimento totale M˙
e l’altro e´ il coefficiente di viscosita` α. Il coefficiente α lo abbiamo fissato a
0.01 e il tasso di accrescimento lo abbiamo fatto variare da 0.001Ms−1 a
1Ms−1. In realta` bisogna anche specificare il rapporto iniziale tra protoni
e neutroni, ma la cosa interessante e´ che qualunque sia il punto di partenza
l’equilibrio β tende a riportarci sempre allo stesso rapporto (figura 2.9).
La prima cosa da verificare e´ per quali tassi di accrescimento si riesce ad
ottenere un profilo superfluido per i neutroni, cioe` quando la temperatura
dei neutroni si trova al di sotto della temperatura critica per la transizione
superfluida; i grafici relativi sono riportati in figura 2.10. Notare che sola-
mente nel caso di un tasso d’accrescimento di 0.001M s−1 otteniamo un
profilo superfluido. Questo e´ un dato positivo poiche` ci dice che esiste un
tasso d’accrescimento per cui il nostro modello e´ soddisfatto; d’altra parte
un tasso d’accrescimento cos`ı basso difficilmente puo` dare vita ad un GRB,
dobbiamo quindi supporre che, se realizzato in natura il nostro modello dia
vita ad un fenomeno diverso da un GRB; inoltre, poiche` il tasso d’accre-
scimento e´ piu´ piccolo rispetto a quello di un GRB, ci aspettiamo che tale
fenomeno sia meno luminoso e di conseguenza piu´ difficile da vedere; non
e´ quindi da escludere che questo modello che non puo` essere applicato con
successo ai GRB non possa un giorno tornare utile. Riportiamo in figura
2.11 i profili di densita` e temperatura per un disco superfluido con tasso
d’accrescimento di 0.001M s−1. Si nota come ineffetti i protoni non si
trovino in stato degenere; questo porta dei problemi non tanto a livello d’e-
quazione di stato (la pressione e´ dominata dagli elettroni) quanto al fatto
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Figura 2.9: Grafico della densita` dei protoni in funzione del raggio per diversi
valori della densita` dei neutroni al bordo esterno ( 1012, 1011, 5∗1010 g/cm3)
e per tasso d’accrescimento M˙ = 0.01M s−1; notare che anche partendo
da rapporti diversi tra densita` di protoni e neutroni le reazioni che portano
all’equilibrio β tendono a riportarci poi sempre allo stesso punto (anche se
non esattamente lo stesso).
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Figura 2.10: Grafico della temperatura dei neutroni (linea solida) e della
temperatura di transizione superfluida (linea tratteggiata) in funzione del
raggio per tassi d’accrescimento M˙ = 1, 0.1, 0.001M s−1.
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che l’interazione protoni-neutroni che abbiamo utilizzato e´ valida per fluidi
di Fermi a basse temperature.
Un’altra cosa interessante da notare e´ che per essere realizzabile fisi-
camente il nostro disco, poiche` abbiamo supposto che venga creato in un
merge di stelle di neutroni e la massa del buco nero e´ di 1.4M (meta` della
massa disponibile), non deve avere massa superiore a 1.4M. Si vede in
effetti dalla figura 2.12 che il nostro disco non supera quella massa e quindi
e´ realizzabile.
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Figura 2.11: Profili della densita` e temperatura dei protoni e della densita`
e temperatura dei neutroni per tasso di accrescimento 0.001M s−1 e α =
0.01.
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Figura 2.12: Grafico della massa del disco contenuta all’interno di un
dato raggio r in funzione del raggio per un disco con accrescimento di
0.001M s−1.
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